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Vorwort 



Dieses Buch basiert auf eine Vorlesung in DifFerentialgeometrie gehalten von Prof. Dr. Hel- 
mut Pabel mit dem Ziel diese Vorlesung möglichst gut wiederzugeben, insbesondere auch 
die graphische Darstellung. Falls etwas an diesem Buch gut gemacht ist, dann ist das Prof. 
Pabel zu verdanken, alles andere was möglicherweise nicht so gut gelungen ist, insbesondere 
Fehler, nehme ich gerne auf mich, da Prof. Pabel dieses Buch nicht korrektur-gelesen hat. 
Meine tiefe Überzeugung ist, dass ein Lehrbuch der Mathematik, insbesondere eine Einfüh- 
rung, nicht auf die farbige Gestaltung verzichten sollte, auch wenn der ETEX-Aufwand noch 
so groß sein möge. Es nimmt zwar dem Autor viel zeit in Anspruch, spart aber vielen Stu- 
denten viel Zeit, die ohnehin sehr knapp bemessen ist. Die Abbildungen und die Farb-Codes 
erleichtern nicht nur das Lesen, das Verstehen und das Merken der Sätze, sondern auch das 
schnelle Wiederfinden der Sätze. 

Es wird nicht immer alles genau bewiesen, oft sind nur Beweis-Skizzen angegeben, und ganz 
selten nur Sätze zitiert. Die Begründung ist, dass dies eine möglichst zügige Einführung dar- 
stellen soll, sodass der Leser nicht geneigt ist an einer Stelle nicht mehr weiterzukommen. 
Denn das Ziel dieses Buches ist mehr, den Leser mit den Begriffen der modernen Differenti- 
algeometrie vertraut zu machen. Der interessierte Leser wird in Michael Spivak's Buchreihe 
"A Comprehensive Introduction to Differential Geometry" eine Vervollständigung dieses Bu- 
ches finden. Auch "Einführung in die Differentialtopologie" von Theodor Bröcker ist sehr zu 
empfehlen. Ein besonderes Buch ist "Topics in Differential Geometry" von Peter W. Michor. 
Das vorliegende Buch, sollte den Zugang zu dieser weiterfuhrenden Literatur deutlich ver- 
einfachen. 

Ein weiter Grund, dieses Buch zu verfassen, liegt in meiner Überzeugung, dass ein Lehr- 
buch möglichst wenig kosten soll. Das gilt insbesondere für ebooks, da hier sehr viele Kosten 
entfallen. Deshalb will ich das Kopieren dieses Buches nicht verbieten, sondern sogar for- 
dern und imterstüzen. Da das Verfassen dieses Werkes viel (unbezahlte) Zeit in Anspruch 
genommen hat, freue ich mich über jedes verkaufte Exemplar, aber jeder andere der sich das 
nicht leistet bzw. den Kaufpreis als nicht angemessen empfindet, der kann (und soll!!) es von 
nedisan.eu/books/ umsonst herunterladen. Dieses Buch kann ohne Einschränkung kopiert 
und auf beliebig andere Internetseiten vertrieben werden, solange aus diesem Buch dieses 
Vorwort nicht entfernt wird. 

LyX in Verbindung mit TexLive 2013 auf Ubuntu wurden für die Erstellung dieses Doku- 
ments eingesetzt, deshalb an dieser Stelle auch ein großes Dankeschön an die gesamte Open 
Source Community. Man kann mit Gewissheit sagen, dass die Open Source Bewegung nicht 
mehr zu stoppen ist und noch viel Gutes uns bringen wird. 

In diesem Sinne ist auch der bzw. L^ Soiirce Code dieses Buches frei Verfügbar ohne 

irgendwelche Einschränkungen und kann beliebig kopiert und weiterwendet werden. Bitte 
kontaktiert mich dazu unter nedisan.ciprian@gmail.com und es muss kein besonderer Grund 
angegeben werden. Auch bin ich dankbar für das Aufdecken von Fehlern und für Verbesse- 
rungsvorschläge. 

Viel Spaß beim Lesen, 



Einleitung 



Dieses Buch gibt eine Einführung in die 

• Differentialtopologie 

[ = Theorie differenzierbarer Mannigfaltigkeiten ] 

• Riemannsche Geometrie 

[ = punktal eukhdische Geomtrie auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ] 

Grundsätzlich wird vom Leser nicht viel vorausgesetzt, außer Grundlegendes aus Analysis, 
Lineare Algebra und gewöhnliche Differentialgleichungen. Insbesondere wird die klassische 
Differentialgeometrie nicht vorausgesetzt. Als Ziel hat dieses Buch den Leser schnell mit 
wichtigen Themen der modernen Differentialgeomtrie vertraut zu machen. In diesem Sinne 
wird nicht immer alles bewiesen sondern mache starke Sätze einfach nur zitiert und im 
Gegesatz gibt es viele farbige Abbildungen die das Lesen, das Verstehen und das Merken der 
Sätze deutlich erleichtern. 

Hintergrund 

In der klassichen anschaulichen Differentialgeomtrie (Vorlesung Einführung in die Differen- 
tialgeomtrie) werden parametrisierte (Kurven / ) Flächen 

X :G cRf ^ M := x{G) c R" 

untersucht (z.B. Kugelstücke, Zylinder, etc.) 




Unzulänglichkeiten 

i) Alle Definitionen / Konstruktionen benutzen wesentlich den umgebenden Raum R". Vie- 
le (sog. innergeometrische) Begriffe lassen sich aber schon in dem p-dimensionalen Pa- 
rametergebiet G formulieren, das mit einer geeigneten Metrik ausgestattet ist, und sind 
unabhängig von der Einbettung des Bildes M = x{G) in einem R" . Ein umgebender 
Raum wird gar nicht benötigt! Damit können die Parametrisierungen x : G — > M = x(G) 
als bijektiv angenommen werden (notfalls "Entfaltung" — ). Die "Fläche M" ist 
dann über x und x'^ (falls diese stetig) homöomorph zu einem Gebiet des R^ . 

ii) Aber nicht jede konkrete Fläche kann global so dargestellt werden (z.B. Kugelfläche / 
Torus). Die abgeschwächte Forderung, M soll nur lokal homöomorph zu einem Gebiet 
des R^ sein, führt zum Begriff einer topologischen Mannigfaltigkeit (mit weiteren 
Zusatzeigenschaften, um exotische Sonderfälle auszuschließen), eine zusätzliche Diffe- 
renzierbarkeitsstruktur zum Begriff einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit. 



Differenzierbare IVIannigfaltigIceiten 



1.1 Topologische Grundbegriffe ("Märchenstunde") 



1.1.1 Topologische Räume 



Ein topologischer Raum ist nichts weiter als eine Menge, in der (mehr oder weniger) gewisse 
Teilmengen als "offen" ausgezeichnet werden. 



Ein topologischer Raum {X,7{X)) besteht aus einer nicht-leeren Menge X und einem 
System 7(X) c P{X) [Potenzmenge] so genannter offener Teilmengen , so dass gilt 

(0 1 ) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen. 
(Insbesondere ist die Leermenge 0 = U0 offen) 

(02) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen. 
(Insbesondere ist der Gesamtraum X = n0 offen) 



Metrische Räume {X,d), also Mengen X ^ 0 versehen mit einer Metrik (Abstandsfunkti- 
on) d :X X X ^ 1. mit den Eigenschaften 

(M 1 a) Positivität, d.h. V;, y(zx'. d{x,y) > 0 

(Mlb) Definitheit, d.h. V;,,^^^: d{x,y) = 0 ^ x = y 

(M2) Symmetrie, d.h. ^x,yex'- d{x,y) = d{y,x) 

(M3) A-Ungleichung, d.h. ^x,yex'- d{x,y) +d{y,z) > d{x,z) 

Verzichtet man auf die Definitheit (Mlb), so erhält man Quasimetrische Räume. 
In solche metrische bzw. quasimetrische Räume sind definiert 



1 . 1 Definition: topologisciier Raum 



Schöne Beispiele 




1.2 Beispiel: Metrische Räume / Quasimetrische Räume 
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• f-Umgebungen Uejx) := {y g X | d{x,y) < e\ von x G X 

• Umgebungen U von x g X als Obermengen (-^ 
von f-Umgebungen von x eX . ^ — 



• Offene Mengen Q c X , die Umgebungen jedes ihrer Punkte sind (^ j - . ' . 
Die dadurch induzierte Topologie Td{X) erfüllt (Ol) und (02) . 
Noch schönere Spezialfälle 
^1.3 Beispiel: Normierte (Vektor-)Räuine 

Normierte (Vektor-) Räume (X, | |) versehen mit einer (positiv definiten, homogenen) 
Norm (Längenfunktion, mit A-Ungleichung). Diese induziert durch d{x,y) := \y - x\ ei- 
ne Metrik und damit eine Topologie Tj . 



^1.4 Beispiel: Standard-Topologie 


Der R" mit seiner Standan 
valenten) Normen 


i-Topolgoie Taat erzeugt von den üblichen (topologisch äqui- 
> |x,|'' und |x|oo := max |x;| L'a 

^ ielh...,n\ 
1=1 



Weniger schöne Spezialfälle 



1.5 Beispiel: Diskrete Topologie 




Die diskrete Topologie 




, %i,iX):='P{X) 


auf einer Menge X (alle Teilmengen sind offen) wird erzeugt von der Metrik 


d{x,y) = < 


0 für X = y 

1 für X ^ y 




J 



^1.6 Beispiel: Indiskrete Topologie 

Die indiskrete Topologie {"Klumpentopologie" I ""Triviale Topologie") 
I 7rnd(X) := {0,X} 

(nur 0 undX sind offen) wird erzeugt von der (echten) Quasimetrik d{x,y) = 0 . 
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Ganz hässliche Beispiele 

1.7 Beispiel: Cofinite Topologie 



Die cofinite Topologie 

I %o{{X) := {ö c X I CQ=X\Q endlich) U {0} 

auf einer unendlichen Menge X . 



1 .8 Beispiel: Co-Abzählbare Topologie 

Die co-abzählbare Topologie 
) -T^oab W :={QcX| C0 = X\ Q abzählbar) U {0} 

auf einer überabzählbaren Menge X . 

In allgemeine topologische Räume (X.T^X)) gibt es i.a. keine ^-Umgebungen, aber doch Um- 
gebungen von Punkten x g X . 



1.9 Definition: Umgebung und Umgebungssystem 



Eine Teilmenge U c X eines topologischen Raumes (X,71(X)) heißt eine Um- ^ . 

gebung des Punktes x e X , wenn eine offene Menge Q e 7(X) mit x e Q c U ( L' ^) J ^ 
existiert. Alle Umgebungen eines Punktes x g X bilden das sogenannte Umgebungssys- 
tem U{x) von x . 



1.1.2 Teilmengen topologischer Räume 



-[ 1.10 Definition: abgeschlossen und kompakt 



Sei {X,7{X)) ein topologischer Raum. Dann heißt 

• A c X abgeschlossen, wenn das Komplement = ^ \ ^ offen ist. 

• K G X (quasi-) kompakt, wenn jede offene Überdeckung (QOie; von K (d.h. K c 
Ui6/ Qi und Qi offen) eine endliche Teilüberdeckung enthält. 



[Heine-Borel] In (R",7Jiat (R")) gilt 

K kompakt <==> K abgeschlossen und beschränkt 



Kompakte topologische Räume (also X selbst kompakt) sind recht harmlos, aber seltener 
anzutreffen. Eine Abschwächung ist 



Cöpyrighl«! malerial 
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1.11 Definition: lol<all<ompal<ter topologisclier Raum 



Ein topologischer Raum {X,7{X)) heißt lokalkompakt wenn jeder Punkt x £ X eine 
kompakte Umgebung besitzt. 



1.12 Beispiel 



r 



(]R",7^at(R-")) ist nicht kompakt, da unbeschränkt, aber lokalkompakt weil Ue{x) eine 
kompakte Umgebung von x e R" ist. J 



(Nicht leere) Teilmengen eines topologischen Raumes sind selbst topologische Räume (ohne 
zusätzliche Vorgaben). 



1.13 Definition: Spur-/Relativtopologie 



Auf einer Teilmenge Ai^& eines topologischen Raumes (X,T(X)) wird durch 

TIA) := {QnA \ Q e T^X)} c P{A) 

eine Topologie definiert, die sogenannte Spur- oder Relativtopologie. {A,7{Ä)) heißt 
dann topologischer Unterraum von {X,71X)) , kurz 

Ac:X 



P 



1 .14 Beispiel 



i) ]0,1] ist nicht offen in (R,7iiat(R)) , aber (relativ) offen in 

A := [-1,1] c: R 

denn ]0,1] = ]0,2[nA . 

ii) C^)_^ relativ offen in c: R^ 

1.1.3 Trennungseigenschaften 



1.15 Definition: IHausdorffraum 



Ein topologischer Raum {X,7{X)) heißt Hausdorffraum (r2-Raum, erfüllt das 2-te Tren- 
nungsaxiom T2), falls sich je zwei verschiedene Punkte durch offene Umgebungen tren- 
nen lassen /-^^ ^JlZ*^ 
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1.16 Beispiel 

Jeder metrische Raum (X,7^(X)) ist hausdorffsch, insbesondere (R",7iiat(]^")) • Ein echt 
quasimetrischer Raum (X,7j(X)) ist kein Hausdorffraum [ Punkte x,y mit d{x,y) - 
0 lassen sich nicht trennen ]. 

Auch {X,%Qf{X)) ist nicht hausdorffsch, falls X unendlich. 
Eine Verschärfung ist 



J 



1.17 Definition: normaler Hausdorffraum 



Ein Hausdorffraum heißt normal (T4-Raum), falls sich je zwei disjunkte u 
abgeschlossene Teilmengen durch offene Umgebungen trennen lassen. 



1 .18 Beispiel 



Metrische Räume erfüllen T4 . 

1 . 1 .4 Abzählbarkeitseigenschaften 



1.19 Definition: Basis 



Eine Teilsystem S(X) c 7{X) heiße eine Basis der Topologie 7{X) auf X , wenn sich jede 
offene Menge Q e 7{X) als Vereinigung von Basismengen ß, e S (X) darstellen lässt, d.h. 



!6/ 



Nicht jedes beliebige System 3{X) c 'P(X) von Teilmengen ist als Basis einer Topologie auf 
X geeignet (Es gibt Schwierigkeiten bei der Durchschnittsbildung, (02) ist i.a. verletzt). Eine 
Abschwächung ist 

' ' 

/ 1 1.20 Definition: SubbasisI \ 

Eine Subbasis S{X) für eine Topologie auf X ist eine Menge von Teilmengen von X deren 
Vereinigung ganz X ist. Die Topologie generiert von der Subbasis S{X) ist definiert 
als die Menge T(X) welche alle endliche Durchschnitte der Elemente von S{X) enthält. 



Erst alle endlichen Durchschnitte von Subbasismengen bilden eine Basis einer Topologie auf 
X . Eine Subbasis kann beliebig vorgegeben werden. 



Cöpyrlghlea malerial 
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1.21 Definition: 2. Abzählbarl<eitsaxiom Z2 



Man sagt, ein topologischer Raum erfüllt das 2. Abzählbarkeitsaxiom Z2 , wenn seine 
Topologie eine abzählbare Basis besitzt. 



1.22 Beispiel 



i) Im R" bilden die offenen Quader ]ai,bi[ x • • x mit rationalen ai,bi e Q (oder 
die Umgebungen Uy„{a) mit « g N, a e Q) eine abzählbare Basis der natürlichen 
Topologie %at ■ Benutzt wird wesentlich, dass Q dicht in R liegt. 

ii) Ein diskreter überabzählbarer Raum (X,7dis(^)) besitzt keine abzählbare Basis. 
Diese müsste alle offenen Einermengen [x] {x £ X) erzeugen ^ . 



— 1.23 Definition: Umgebungsbasis 

Ein Teilsystem !B{x) c U{x) des Umgebungssystems eines Punktes x e X heißt eine Um- 
gebungsbasis von x , wenn jede Umgebung U e U{x) eine Basisumgebung B e !B{x) 
enthält. 



1.24 Definition: 1. Abzähilbarl<eitsaxiom Zi 



Ein topologischer Raum erfüllt das 1. Abzählbarkeitsaxiom Zi , wenn jeder Punkt eine 
abzählbare Umgebungsbasis besitzt. 



f L.25 Beispiel 



In einem metrischen Raum {X,d) besitzt jeder Punkt x e X die abzählbare Umgebungs- 
basis 

S{x) = {Uy„{x) \ neN\ 

aber nicht unbedingt eine abzählbare Basis der induzierten Topologie. 
Es gilt aber Z2 => Zi . 



Weitere Eigenschaften von Z2-Räumen sind 

• Sie sind separabel, d.h. sie besitzen eine abzählbare dichte Teilmenge. 
[ So wie Q" c R" ] 

• Jede offene Überdeckung einer Teilmenge enthält zumindest eine abzählbare 
Teilüberdeckung. [ vergleiche "kompakt" ] 



CöpyrighlKl malerial 
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1.1.5 Abbildungen zwischen topologisciie Räume 



1.26 Definition: stetig 



Eine Abbildung / : X — > Y zwischen topologische Räume 
(X,7(X)) und 
es zu jeder Ui 
fiU) c V gibt 



(X,7(X)) und {Y,7{y)) heißt stetig im Punkt x € X , wenn (jß ---^ /^^/(i/)")^ 
es zu jeder Umgebung V von f{x) eine Umgebung U von x mit — 



i) Bei Abbildung zwischen metr. Räume kann man das übliche ^-(J-Kriterium verwen- 
den. 

ii) Eine Abbildung / : X ^ Y ist genau dann (überall) stetig , wenn das Urbild f'^{Q) 
jeder in Y offenen Teilmenge Q c Y offen in X ist. (Das Bild einer offenen Menge 
braucht nicht offen zu sein.) 



1.27 Definition: Homöomorptilsmus 



Ein Homöomorphismus zwischen topologischen Räume (X,7(X)) und {Y ,7{Y)) ist eine 
Bijektion / :X ^ Y , so dass / und /"^ stetig sind. 



Er induziert eine Bijektion 7{X) 3 Q ^ fiQ) € 7(Y) der zugehörigen Topologien. Wie in 
K." gilt allgemein: Stetige Bilder kompakter Teilmengen eines topologischen Raumes sind 
wieder kompakt . 



1 . 1 .6 (Für uns) Wichtige topologische Sätze 



1.28 Satz 



In einem lokalkompakten Hausdorffraum besitzen jede abgeschlos- 
sene Teilmenge A und jeder Punkt y ^ Ä disjunkte offene Umgebungen 
[ "Tg -Eigenschaft" ]. 




Beweis. Sei K eine kompakte (also nach Übung 1 auch abgeschlossene) Umgebung von y 

• Fall l:AniC = 0 

Dann ist t/i := C^^^ eine offene Umgebung von A und K enthält eine offene Umgebung U2 
von y , so dass Ui n U2 = Q . 

• Fall 2: A n ^ 0 

Dann ist A n X (siehe Übung 1) ebenfalls kompakt und es gibt disjunkte offene Umge- 
bungen Qi D An K und Q2 3 {y] . Dann ist [/i := Qi U Cx eine offene Umgebung von A 
und U2 := Q2 n X eine Umgebung von y mit Ui r)U2 = ■ ■ ■ = Q . 

□ 



Cöpyrlghlea malerial 
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1.29 Satz: Lemma von Tychonoff 



Besitzt der Raum zusätzlich eine abzählbare Basis, so ist 
er sogar normal, d.h. behebige disjunkte abgeschlossene 
Teilmengen lassen sich durch offene Umgebungen trennen. 

[TgAZs ^ T4] 




Der Beweis ist sehr technisch und wird deshalb hier nicht vorgeführt. Er benutzt we- 
sentlich, dass in einem Z2-Raum jede offene Überdeckung einer Menge, eine abzählbare 
Teilüberdeckung enthält. 



f 1.30 Satz: Urysohnscher Metrisationssatz v 

Jeder normale Hausdorffraum mit abzählbarer Basis ist metrisierbar. 
(D.h. er besitzt eine Metrik, die seine Topologie erzeugt.) 

Beweis. Wir zeigen hier nur die grobe Beweisidee. Man zeigt, dass der Raum X homöomorph 
zu einem topologischen Teilraum T des ''Hilbertswürfels" [0, 1]^ (mit seiner natürlichen To- 
pologie) ist. Dann gilt: 

[0,1] c: (R",7i;at(lR")) ist metrisierbar 
[ es existiert sogar eine Metrik d mit V;^^: d{x,y) < 1 ; setze d{x,y) := '^-'^^ ] daraus folgt 

l+d(x,y) 

dass [0,1]^ als abzählbarer Produktraum metrisierbar ist [ setze d*{x,y) := Y^T ^d{x,y) ] . 
Weiter folgt, dass T c: [0, 1]^ als topologischer Teilraum metrisierbar ist und dies impliziert 
dass X (homöomorph zu T) metrisierbar ist. □ 

Aus den obigen Sätzen folgt 



lokalkompakt + T2 + Z2 => metrisierbar 



1.1.7 Definition und Eigenscliaften topologisclier IVIannigfaltigIceiten 

— 1.31 Definition: Topologischie Mannigfaltigkeitj 



Eine (reelle) topologische Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum (M,7(M)) mit 
den Eigenschaften 

(1 ) M ist lokal homöomorph zu einem Zahlenraum M", 

d.h. zu jedem Punkt x g M ex. ein Homöomor- 
phismus (p -.U c M ^ U c R" einer offenen Um- 
gebung U von X auf eine offene Menge U eines 1." 
(versehen mit der Standard-Topologie) 

(2) Die Topologie JIM) ist hausdorffsch 

(3) Die Topologie 7(M) besitzt eine abzählbare Basis 




Copyrighied malErial 
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E igenschaf ten 

• Aus (1) folgt, dass eine topologische Mannigfaltigkeit lokalkompakt ist. 

• Erst aus (1) + (2) + (3) folgt, dass eine topologische Mannigfaltigkeit metrisierbar ist 
(dass ihre Topologie nicht allzu pathologisch ist). 

• Nur lokale Eigenschaften einer topologischen Mannigfaltigkeit können aus lokalen Ei- 
genschaften des 1." abgeleitet werden. 

[ M sieht lokal aus wie ein Stück eines R" ] 



CopyrlghlM malerial 
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1.2 Definition einer differenzierbaren IVIannigfaltigIceit 

Sie ist möglich auf der Grundlage einer topologischen Mannigfaltigkeit (differenzierbare 
Mannigfaltigkeit = topologische Mannigfaltigkeit + zusätzliche verträgliche Differenzierbar- 
keitsstruktur). Praktischer ist: Einführung einer Diflferenzierbarkeitsstruktur auf einer Men- 
ge, die dann automatisch eine Topologie induziert. 



— 1.32 Definition: Karte / Koordinatensystem 

Sei M eine nicht leere Menge. Eine Karte oder ein (lokales) Koordinatensystem der 
Dimension n € N \ {0} von M ist eine Bijektion ^:[7cM^[7cE" einer Teilmen- 
ge \J von M auf eine offene Menge \] := ^>{ü) des R" . Das «-tupel ^{x) liefert die 
Koordinaten xi,. . . ,x„ eines Punktes x e M bezüglich dieser Karte ^ . 



1.33 Definition: C^-Diffeomorphismus 



Sei / eine Abbildung dann definieren wir 
/ C^-Diffeomorphismus f bijektiv mit / und /"^ r-mal stetig differenzierbar. 



— 1.34 Definition: C^-Verträglictikeit und Kartenwectisel 

Sei M eine nicht leere Menge. Zwei Karten 

<p -.U c M ^ Ü CR" und (p' -.U' ^ Ü' c R"' 

von M heißen miteinander C-verträglich mit r e {0,1,. . . ,oo,o)} , wenn ihre Definitions- 
bereiche U und U' disjunkt sind oder 

(p{U n [/') offen in E" und <p'{l] n (/') offen in E"' 

sind sowie der Kartenwechsel oder die Koordinatentransformation 



<p' o : (p{u n U') c R" ^ (p'{U n U') c R"' 

(-') - (-'^(-0) 




ein C-Diffeomorphismus (für r = 0 ein Homöomorphismus) ist. 

■ 
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i) Zwei Karten (p,(p' von M mit V'nU'''' = 0 sind stets C^-verträglich (für alle r). Deswegen 
ist die -Verträglichkeit von Karten keine Äquivalenzrelation . 

(pi vertr. (p2 und (p2 vertr. (p^ =^ cpi vertr. (p3 

Ärger 

ii) Die Einschränkung einer Karte auf das Urbild einer offenen Teilmenge ist mit ihr 

-verträglich (für alle r), genauer: _ _ _ 

Sei (p : U c M ^ U c R" eine Karte und Q <z U offen mit Q := (p'^i^Q) , dann ist 

U r-= 7 

ip' := (p\q:Q ^ Q mit (p C -verträglich /T^^q 

Die Koordinatentransformation ist die Identität. 

iii) Zwei verträgliche Karten (p,(p' mit U"^ n 0 besitzen die gleiche Dimension, da 
sonst keine Diffeomorphismen (auch keine Homöomorphismen) existieren können 
(wohl aber stetige Abbildungen -^^^ ). 




1.35 Definition: C^-Atlas 



Ein C -Atlas J{ (M) einer Menge M ist ein System paarweise -verträglicher Karten von 
M, deren Definitionsbereiche M überdecken. D.h. 

>^ (M) C-Atlas :<=^ V^,^6yi(M): sind C-vertr. Karten von M und y L/*' = M 

(l>eJ\.(M) 



— 1.36 Definition: Karte verträglichi mitC^-Atlas 

Sei M eine Menge. Eine Karte von M heißt verträglich mit einem C -Atlas J{ (M), 
wenn J{ (M) U {i^} wieder ein C^-Atlas von M, also wenn \j/ mit jeder Karte aus J{ (M) 
-verträglich ist. 



1.37 Definition: C^-Strulctur 



Eine C"- (Differenzierbarkeits-) Struktur C(M) auf M ist ein maximaler (gesättigter) 
C^-Atlas von M, d.h. ein C^-Atlas, der alle mit ihm verträglichen Karten schon enthält. 
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1.38 Satz 

Zu jedem C^-Atlas ^ (M) einer Menge M gibt es genau eine C^-Struktur C(M) auf M , die 
Jl (M) enthält, nämlich 

C(M) := I (pist Karte von M und ist verträglich mit JTI (M)} d J{ (M) 



Beweis. 

''Existenz": Wir zeigen, dass die obige Menge C{M) ein C^-Atlas von M ist, sogar ein maximaler. 
• Je zwei Karten (pi,(p2 e C(M) sind miteinander -verträglich: 





' 02 C E"2 



• n U2) ist offen in R"' (i = 1,2) : 
Für alle g (M) gilt 

(p{Ui n J7*') ,(^([/2 n [/*') offen in R""^ [ da (pi mit und ^2 mit verträglich ] 
=^ (p{Ui n t/'') n (p{U2 n L/*') = (p{Ui n {72 n [/*') offen in R"^ 
=^ ((Pi o n [/2 n [/^)) = n [/2 n offen in R"' (i = 1,2) 

Wegen M = \J^e:H{M) U''' ist also auch 

(piiUi n [/2) = n [/2 n TW) = y n [/2 n L/^) offen in R"' (i = 1,2) 

• (P2° (p'i '(piiUi n U2) (p2{Ui n U2) ist ein C-Diffeomorphismus: 

Zu jedem (x') e i^^iCt/i n U2) existiert eine Karte (p £ ^ (M) mit x := </'2"^(^') e t/*". Die 
Einschränkung 



<?2 



(p\^ = ((p2 o o (,^1 o (p-^y'^ :<pi((7i n [72 n [/<") ^ (/?2(f/i n 1/2 n U'^) 



C-diffbar C^-diffbar 



ist dann in (x') -differenzierbar. Analog für die Umkehrabbildung (pi o . 

• Wegen ^{M ^C{M)) ist {j^eC(M) U'P = M , d.h. C(M) ist ein Atlas. 

• Er ist maximal wegen 

Def. 

(p verträglich mit C(M) ^> cp verträglich mit Jl (M) c C(M) => (p e C(M) 

"Eindeutigkeit": _ 

Sei C(M) eine weitere C-Struktur auf M mit Jl (M) c C(M) . Wegen 

~ , , ~ Def. 

(p e C{M) =^ (p verträglich mit Ji (M) c C(M) ^ (p £ C{M) 
gilt C(M) c C(M) , und wegen 

~ C(M) max. ~ 

(p eC{M) =^ (p verträglich mit C{M) c C{M) =^ cp e C(M) 
sogar C{M) = C(M) . 
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Zu einer vorgegebenen C^-Struktur C(M) auf M suchen wir eine Topologie 7{M) , so dass die 
Definitionsbereiche aller Karten aus C(M) offen sind [Existenz klar, setze 7{M) = P{M) , aber 
albern]. Eine gröbste Topologie (mit den wenigsten offenen Mengen) ist die von der Basis 
!B{M) := {[/^ I (pe C{M)} erzeugte ("initiale") Topologie. 



— 1 .39 Satz 

Das System !B{M) := {(7'*' | (p e C{M)] der Definitionsbereiche aller Karten einer Differen- 
zierbarkeitsstruktur C{M) auf einer Menge M bildet eine Basis einer (eindeutig bestimm- 
ten) Topologie auf M, die von der Struktur C(M) induzierte Topologie 7{M) . Jede offene 
Menge aus TIM) ist also Vereinigung von Definitionsbereichen von Karten aus C(M) . 
Bezüglich dieser Topologie sind alle Karten aus C(M) Homöomorphismen. 



Beweis. 

• Es ist zu zeigen, dass das System S{M) als Basis einer Topologie TIM) geeignet ist. 
Bedingungen dafür sind nach Übung 4 

i) ö,pec(M) U'^ = M (erfüllt!) 

ii) Ui,U2 6 SiM) , (7i n (72 ^ 0 =^ (7i n (72 e S(M) 

Seien also Ui,U2 Definitionsbereiche von Karten (pi,(p2 g C(M) mit (7i n [/2 ^ © • 
Dann ist etwa (pi{Ui n U2) offen und damit (p' := (pi\u^r^U2 ^'i damit mit 

sogar ganz C{M) verträgliche Karte. Da C(M) maximal, ist (p' e C{M) und Lf" = 
[/i n (72 e !B{M) 

• Jede Karte (p -.U c M ^ U c R" aus C(M) ist ein Homöomorphismus, wegen: 

i) <p ist stetig (d.h. das Urbild jeder offenen Menge ist offen), denn 

Q c (7 offen => Q := (P'^{q) ist Definitionsbereich der Karte (p\q :Q —> Q , 

die (siehe oben) wieder in C{M) liegt und somit QcU offen. 

ii) (p'^ ist stetig (d.h. das Bild jeder offenen Menge unter (p ist offen), denn 

QcU offen =^ Q = y (7, mit Karten (pi e C(M) (/ 6 7) ^ 

iel 

=^ (piQ) = (p{Q<^U) = [J <piUi n (7) offen 



Beim Beweis wurde stillschweigend benutzt 

i) Für offene Teilmengen U c X eines topologische Raumes {X,TXX)) gilt 

Q (relativ) offen in U <=> Q offen in X [Übung] 

ii) [Übung] 
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1.40 Folgerung 



Die von einer Differenzierbarkeitsstruktur C(M) auf einer Menge M induzierte Topologie 
T{M) lässt sich aus einem Teilatlas ^ (M) c C(M) gewinnen. Das System 

S{M) := {(P'^(q) I (pe^{M), Q offen} c S(M) 

aller Urbilder offener Mengen unter Karten aus J?l (M) bildet bereits eine Basis für 7{M). 



Beweis. Für jeden Definitionsbereich L/^ e S(M) einer Karte i/' e C(M) gilt 
u'i' = u'''nM= y ([/^n [/'')= IJ (p-\(p(u''' nu'^)) 

fe:Ä(M) (pe:Ä{M) " " 

offen 

Damit ist jedes und folglich jede offene Menge Q g TIM) Vereinigung von Mengen aus 
S{M) . □ 



1.41 Beispiel: Kreis 



M = 



'COS r 
i sin t j 



t G 




(pi{UinU2) = ]-7r,0[ U ]0,7r[ offen in I 
(p2iUinU2) = ]0,7r[ U ]n,27r[ offen in 

t + 2n für t G ]-;r,0[ 



C LTi c IR 



C 1/2 C 



für t G ]0,7!:[ 



C'^-Diflfeomorphismus 



Jl (M) = {(^1,(^2} ist ein 2-kartiger Atlas. Die induzierte Topologie 7{M) ist die Relativto- 
pologie von M c:R^ bezüglich %at ■ 



1.42 Beispiel: "Acht" 



M 



smt 



- cos t ' 
Isin^l j 



t G 




-71 



Q 



0 



^ (M) = {(^1 ist ein 1-kartiger Atlas. Bezüglich der induzierten Topologie 7{M) ist 

Q := (p'^{U2{Q)) offen, aber nicht (relativ) offen in M c: bezüglich "^at : 

Es gibt keine offene Menge Q in mit Q = Q n M . Die induzierte Topologie ist feiner 

als die Relativtopologie. 
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Noch eine Karte von M ist i/'. 

(p und \{/ sind nicht verträghch, denn M 



t + 2n fürte]-n,0[ 
n für t = 0 

t für t £ '\0,7t[ 



ist unstetig. Die Karten erzeugen unterschiedHche Strukturen. 




0 



n 



2n 



r 



1.43 Beispiel: Gerade mit Doppelpunkt 



M = (IR\ |0}) U {0+,0- 
Die beiden Karten 



<p+ :M\{0_} 
<?- :M\{0+} 



X X für X 0 + 

X i-> 0 für X = 0+ 

X X für X ^ 0- 

X 0 für X = 0- 



M 



bilden einen C~-Atlas (M). Die induzierte Topologie T^M) ist nicht hausdorffsch: 0+ 
und 0- lassen sich nicht durch offene Umgebungen trennen. ( => M nicht metrisierbar) 



1.44 Beispiel: Die Prüfersche Fläche 

Auf M : 

(z e R) 



bilden die Karten 

(x,y,z) H 



R2 



einen überabzählbaren C°°-Atlas ^aus 2-dim. Karten). Bezüg- 
lich der induzierten Topologie 7(M) besitzt M überabzähl- 
bar viele Zusammenhangs-Komponenten; insbesondere gibt 
es keine abzählbare Basis der Topologie. Durch geeignete 
"Verklebungen" der Halbräume 



H, := {{x,y,z) G R^ | y > o) 



kann M zusammenhängend gemacht werden. 
Konstruktion : 



M AU 



mit 




\A:={{x,y)\ y>0] 
:= {{x,y,z) \ y < 0} 
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Für alle z eR definieren wir Parametrisierungen 

f.: ^ 
(x,y) ^ 



AUB^C M 
{x,y,z) G , falls y < 0 

{z + X ■ y,y) e A , falls y > 0 



Parameterlinien: 







y 


























► 

X 



















M 



ü = 1/ ' 
























z u 



















Diese liefern Karten 



(u,z;,z) G ßz 1-^ (m,u) , falls ü < 0 

{u,v) e Ah^ (u - z) , falls v > 0 



Sie sind miteinander verträglich, denn für z w gilt auf (A U ß^) n (A U ß,^,) = A 
[ mit (pz{A) ,(/?w(A) offen ] 

o (pl^^{x,y) = |x + ^ — ^,yj (C°°-Diffeomorphismus da y > 0) 

(M) := {(/?z I z G R} bildet also einen überabzählbaren C°°-Atlas. 

Induzierte Topologie T(M ) : 

Es genügt rechteckige Basisumgebungen mittels (pl^ bzw. /z vom nach M zu über- 
tragen: 



0 



y 



a 



M 



b X 
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Eigenschaften des topologischen Raumes {M,T{M)): 



i) M ist (bogenweise) zusammenhängend (klar) 



TT 



z w 



ii) M ist hausdorffsch 

o 

Zwei Punkte, von denen einer in A oder in einem liegt, lassen sich offensichtlich 



trennen 



\7 



Kritische Fälle sind Punkte, die beide auf einer Grenzgerade y = 0 liegen. 
Fall 1. (xi,0,z) ,(x2,0,z) ,xi ?t X2 



Fall 2. (xi,0,zi) ,(x2,0,Z2) ,^1 ^ 2^2 

A 




Zl Z2 

zi + 6f < Z2 + 

22-Zl 



b 

-1 ß 



e < 



a X2 b 



iii) M besitzt keine abzählbare Basis: 

o 

Es gibt üb er abzählbare viele disjunkte offene Blätter (z g R) 
[dies beweist aber noch nicht, dass M nicht metrisierbar] 

iv) M ist nicht normal 

[dies beweist, dass M nicht metrisierbar] 
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Die abgeschlossenen Geraden 

A, = {(x,0,z) I z € R} 
lasse sich nicht trennen (?). 
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Wegen den Beispielen 1.43. und 1.44. ist üblich die 

/ 1.45 Definition: C^-Mannigfaltigkeit 

Eine C-Mannigfaltigkeit (r e {0,1,. . . ,oo,o)}) ist eine nicht leere Menge M , versehen 
mit einer C^-Differenzierbarkeitsstruktur C(M) dergestalt, dass die induzierte Topologie 
T{M) hausdorffsch ist und eine abzählbare Basis besitzt. Sind die topologischen Zu- 
satzeigenschaften nicht erfüllt, nennen wir M eine Prä-Mannigfaltigkeit. 



i) Jede (echte) C^- Mannigfaltigkeit mit r > 0 ist eine topologische Mannigfaltigkeit im 
Sinne von Kapitel 1.1 und als solche metrisierbar . 

ii) C°° -Mannigfaltigkeiten bezeichnet man oft einfacher als "differenzierbare Man- 
nigfaltigkeiten" [ bei uns vorläufig mindestens ]. Warum: siehe später. 

iii) Die topologischen Zusatzeigenschaften sind oft (z.B. bei lokalen Konstruktionen) un- 
wesentlich (und brauchen dann auch nicht verifiziert zu werden) 

iv) In jeder (Prä-)Mannigfaltigkeit bleibt die Kartendimension in den einzelnen 
Zusammenhangs-Komponenten konstant . Mannigfaltigkeiten mit konstanter Kar- 
tendimension heißen auch reine Mannigfaltigkeiten und diese Dimension dann 
die Dimension der Mannigfaltigkeit. 

[ Bei uns im Folgenden (meist) vorausgesetzt ] 



Zwei starke Existenzsätze (ohine Beweis) 



— 1 .46 Satz 

Wenn auf einer Menge M eine -Struktur existiert, dann auch eine -Struktur mit 
r e {1,2,. . . ,00,0)] . Man kann sogar aus einer C^-Struktur einen solchen C^-Atlas (insbe- 
sondere einen C°° -Atlas) auswählen [ Whitney 1936 ] . 



— 1 .47 Satz 

Für alle n > 10 gibt es topologische (C°-)Mannigfaltigkeiten der Dimension n die keine 
(verträgliche) Differenzierbarkeitsstruktur zulassen [ Kervaire 1960 ] . 
Für alle « < 4 gibt es auf einer topologischen Mannigfaltigkeit der Dimension n auch eine 
(verträgliche ) D ifferenzierb arkeits struktur. 
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Zusatz 

Die Flächenstücke der klassischen Differentialgeometrie werden meist als orientiert voraus- 
gesetzt (man lässt nur Parametertransformationen mit positiver Funktionaldeterminante 
zu). 

Übertragung auf Mannigfaltigkeiten: 



1.48 Definition: Orientierter Atlas / orientierbare differenzierbare IVIannigfaltigIceit 



Ein Atlas ^ (M) einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M heißt orientiert, wenn 
die Funktionaldeterminanten aller (nicht-trivialer) Koordinatentransformationen o 
(p'^ positiv sind, wobei (p,-^ £ (M) . 

M selbst heißt orientierbar, wenn ihre Struktur einen orientierten Atlas enthält. 
[ M besitzt dann genau zwei verschiedene Orientierungen. ] 



Ergänzungen 

i) Ersetzt man in der Definition einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit den "Modell- 
raum" R" durch C" und lässt nur biholomorphe Koordinatentransformationen zu, so 
erhält man komplex-analytische Mannigfaltigkeiten. 

ii) Beliebige Banachräume als Modellräume führen zu oo-dim. Mannigfaltigkeiten. 



iii) Lässt man (zusätzlich zum R") auch abgeschlossene reelle Halbräume 
als Modellräume zu, kommt man zu (reellen) Mannigfaltigkeiten mit 
Rand. (Wichtig für Integrationstheorie) 
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2 

Abbildungen zwischen differenzierbaren 

IVIannigfaltigIceiten 



2.1 Differenzierbare Abbildungen 



— 2.1 Definition: differenzierbare Abbildung 

Seien M,N -Mannigfaltigkeiten (r > 1) mit dimM = m und dimiV = n . 

Eine Abbildung F :M -» N heißt im Punkt xo € M differenzierbar, wenn F dort "in 

lokalen Koordinaten" difFerenzierbar ist, d.h. wenn 

(a) eine Karte (p -.U c M ^ Ü c R"" aus C(M) um xq und eine Karte ^ -.V c N ^ V <z R" 

aus C{N) um F{xq) mit f (t/) c y existiert und 

(b) für diese (und damit für alle solche) Karten die Koordinatendarstellung 

F := tp o F o (p-'^ :Ü c R"" ^ V c R" 
von F in <p{xq) differenzierbar ist. 
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i) Forderung (a) ist nur dann trivial, wenn man F als stetig voraussetzt. Sonst liefert 
sie 

F in xq differezierbar => F in xq stetig 

ii) Analoge Definition für höhere C'-Differenzierbarkeit (1 < s < r) 

iii) Offensichtlich gilt 

F :M ^ N inxQ differenzierbar und G -.N ^ P in F{xo) differenzierbar 
=> G o f : M — > P in Xq differenzierbar 

iv) F :M ^ N heißt ein C*-Diffeomorphismus, wenn F bijektiv sowie F und F überall 
C^-diflferenzierbar. 



2.2 Beispiel 



Auf der Menge R sind die beiden Karten 

id : ^ G R f e M. und cp :t £ R t-^ e R 

nicht C^-verträglich, da 

id o (p'^ = (in t = 0) nicht differenzierbar. 

Die von den Atlanten ^ (R) := {id) und Ji' (R) := {(p) erzeugten C"' -Strukturen sind also 
verschieden (die induzierten Topologien stimmen aber überein!) 

Die zugehörigen Mannigfaltigkeiten R und R' sind jedoch C°°-diflfeomorph unter der Ab- 
bildung F -.R^R' , t^ft 




Die Koordinatendarstellung 

f = ^ of o id"^ = id :R ^ R 

ist ein C°°-Diffemorphismus. 



Im Allgemeinen gibt es auf einer topologischen Mannigfaltigkeit oo -viele verschiedene 
Dififerenzierbarkeitsstrukturen. Die zugehörigen Mannigfaltigkeiten sind aber meist dif- 
feomorph, für dimM < 3 immer [Munkres / Whitehead 1960/61] . 

Es gibt aber Beispiele differenzierbarer Mannigfaltigkeiten, die zwar homöomorph, aber 
nicht diffeomorph sind ("Exotische Sphären" mit dimM = 7 , [Milnor 1956]). 

Vereinbarung 

Im Folgenden sei der R" immer mit der natürlichen, von der Karte id induzierten Differen- 
zierbarkeits struktur versehen. 
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2.2 Tangentialräume und Differentiale 

Bei den parametrisierten Flächen x : G c K.^ — > M c R" der klassischen Differentialgeometrie 
ist invariant definiert 

• der Tangentialraum T^^x c: R" in xq := x{uq) 

T„oX = ((5ix(wo) ,. . . ,dpx{uo) )) 

• die Ableitung dx/(wo) etwa einer in uq difFerenzierbaren Funktion / : G c R^ — > R in 
Richtung eines Tangentialvektors X € Tu^x. Es gilt 

p p 
dx/(wo) = Yj^'' ^p/("o) wenn X = • öpx(Mo) e T^^x 

p=i p=i 



• UQ 




M c Iß" 



Gesucht: Entsprechende Begriffe bei abstrakten differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (ohne 

"'Außenraum'"). 

Verschiedene äquivalente Definitionen sind möglich, hier eine algebraische. 
Beobachtung bei klassischen Flächen; 

Eine "innere" Eigenschaft eines Tangentialvektors X e T„gX ist, dass er jeder in uq diffe- 
renzierbaren Funktion / :G ^ R eine Richtungsableitung dx/(Mo) zuordnet. 
Eigenschaften des Operators 

dx :/ ^ Axf := dx/(xo) [X fest] 

i) Linearität in / 

ii) dxf = 0 , falls / stationär in uq (d.h. dpf{uo) = 0 für p = 1,. . . ,p) . 

Wir definieren einen abstrakten Tangentialvektor als einen solchen Differentialoperator, als 
eine sogenannte Derivation. (Ein Tangentialvektor liegt nicht einfach herum, sondern tut 
etwas!) 

Im Folgenden sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit dimM = m und xq e M fest 
gewählt. 



2.3 Definition: T)m(xo) : IVIenge aller differenzierbarer Abbildungen In xq 



Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und sei xq e M fest gewählt, 
dann bezeichnet 2'm(xo) die Menge aller Abbildungen welche in einer Umgebung U von 
xo definiert und in xo differenzierbar sind, d.h. 

35m(xo) := { / I / : [/ c M ^ R mit U Umgebung von xq, f differenzierbar in xq} 



Die Menge X)m(^o) besitzt keine vernünftige algebraische Struktur (Schwierigkeiten mit den 
Definitionsbereichen bei Addition / Multiplikation). 
Abhilfe: Einführung einer Äquivalenzrelation auf T)m(^o) 
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2.4 Definition: Äquivalenz auf I)m(xo) 



Sei M eine Mannigfaltigkeit und xq £ M . Dann heißen zwei Abbildungen f,g e I'm(^o) 
äquivalent, symbolisch f ~ g , falls eine Umgebung U c M von xq existiert, so dass / 
und g inU übereinstimmen, d.h. 



f ~ 9 ■ 3[/cm: xoeU und f\y = g\ 



u 





• 

2.5 Definition: Funl<tionslceim / / IVIenge aller Funktionskeime Sm{xo) 








Sei M eine Mannigfaltigkeit, xq € M und / e X)m(^o) • Ein (differenzierbarer) Funktions- 
keim in xo ist eine Äquivalenzklasse 




f := ig e T^m{xo) \ g ~ f} 




Mit ßM(xo) bezeichnen wir die Menge aller Funktionskeime in xo, d.h. 




- 


CmCxo) := {/ /£ Dm(xo)} 





2.6 Definition: stationärer Funktionskeim 



Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und xq £ M . Ein Funkti- 
onskeim / e 6m{xo) in xq heißt stationär, wenn 

• für einen (und damit jeden) Repräsentanten f £ f 

• bezüglich einer (und damit jeder) Karte (p um xq gilt 



Mit (xo) bezeichnen wir die Menge aller stationären Funktionskeime in xo , d.h. 



M 



ßjj(xo) := {/ 6 ßM(^o) I / stationär} 



Die Unabhängigkeit der Definition von der Kartenauswahl folgt aus 



^(/or^)(^(xo)) = ^((/o^-x^o^-i))(^(xo)) = 

i=i ^ " ^ 



Jetzt gilt 
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( 1 2.7 Hilfssatz I n 

M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und xq e M 

i) Die Menge &Mixo) aller (differenzierbaren) Funktionskeime in xq bildet einen Vek- 
torraum, sogar eine Algebra [d.h. Vektorraum + Ringstruktur] über R, wenn Ad- 
dition, Vervielfachung und Multiplikation durch entsprechende Operatoren auf ge- 
eigneten Repräsentanten erklärt sind i f + g '■= f + g, usw. ] . 

ii) Die Teilmenge (xo) C 6m (^o) aller stationären Funktionskeime in xq bildet eine 

M 

Unteralgebra von 6m (^o) • 
> < 

Beweis. Im Prinzip ist nur zu zeigen, dass die erklärten Operatoren wohldefiniert sind und 
mit f,g auch f + g,A-f,f-g zu diesen Räumen gehören. □ 

• Die Dimensionen der Vektorräume ßA^(xo) und &1^{xq) sind i.Allg. sehr unendlich. 

• Die Querstriche der Funktionskeime werden später oft unterdrückt. 



2.8 Beispiel 

i) Die Komponentenfunktionen cp' :U (z M ^ R, x x' von Karten (p um xq erzeugen 
Funktionskeime (p' , denn 

(p' o (p-^ -.Ü C R'" ^ R , (x\ . . . ,x'") x' 
ist in ^Xq) diflferenzierbar mit 

ii) Konstanten c £R erzeugen stationäre Funktionskeime c . 



2.9 Definition: Tangentialraum T^^o^^ 



Der Tangentialraum T^^M einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M im Punkte xq e 
M sei der Vektorraum aller Derivationen auf &m{xo) , d.h. aller Abbildungen 

X :6m{xo) R , 7 ^ ^(7) [ = dx/Lo ] «li^ 

i) X ist linear, d.h. 

X^A • / -I- // . = A • x|/) + // . x(^) für 7,^ € &m{xo) und A,// e R 

ii) X verschwindet auf den stationären Funktionskeimen, d.h. 

f€6lixo) =^ x(7)=0 
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Tangentialvektoren / Derivationen in xq sind nach Definition Linearformen auf dem 
Vektorraum ßA;(xo) , die auf dem Untervektorraum ß^(xo) verschwinden. Damit ist die 
Vektorraum-Struktur von T^^M c: L(ßM(^o) ',^) klar. 



2.10 Hilfssatz 



Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und xq g M, dann gilt 

i) Eine Derivation X g TxqM genügt der Produktregel 

^(7 • g) = ^(7) • ^(^o) + fixo) ■ X{g) für f,g g 6m{xo) 

ii) Bezüglich einer Karte (p um xq sind die partiellen Ableitungen 



_d_ 

dx' 



:£m(^o) 



d 



•' dx' 



dx' 



spezielle Derivationen. 



Beweis. 



i) Es gilt 

f -9 = (f- fi^o)) ■ (g - g{xo)) + (7 • ^(^o) + f{xo) ■ g) - (f{xo) ■ g{xo)) 
also wegen der Linearität 

^(7 • ^) = ^((7 - 7W)) (g - Ä)) + X(f) ■ gixo) + fixo) ■ X{g) + X(/(xo) • ^(xq)) 
denn 



stationär 



stationär 



i^,{m-f(^o))-m-g{^^)) 



(x^>(xi) 



ii) Die partiellen Ableitungen sind offensichtlich linear und verschwinden (nach Definition 
von "stationär") auf stationäre Funktionskeime. 



Oft wird bei der Definition einer Derivation statt Eigenschaft ii) aus Definition 2.9 die 
Gültigkeit der Produktregel aus Hilfssatz 2.10 i) gefordert. 

Dann lässt sich aber der folgende Satz nur für C~ -Mannigfaltigkeiten beweisen (siehe 
Diskussion bei GRAY: Differentialgeometrie). 
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2.11 Satz 



Für eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit M gilt 

i) Bezüglich einer Karte (p : U c M —> U c W" um den Punkt xq e M bilden die 
partiellen Ableitungen 



d 



d 



dx' 



eine Basis des Tangentialraums T^qM , genannt natürliche / kanonische Basis 

bezüglich dieser Karte. 

Für jeden Tangentialvektor X in xq gilt 



i=l 



dx' 



ii) Bei einem Kartenwechsel 

(p' o (p-^ ■.(p{u n U') (p'iU n U') , (x^) ^ (^'''(^^)) mit xoeUnU' 

transformieren sich die natürlichen Basisvektoren 

d 



d_ 
dx' 



bzw. 



^0 



dx' 



{i,k = 1,. . . ,m) 



mit der Funktionalmatrix der Koordinatentransformation in xq, d.h. 



_d_ 

dx' 



^0 fc=l 



dx' 



dx' 



dx^ ^ dx' 



^0 fc=l 



iii) Für die Koordinaten 



X' = X[(p') bzw. X''' = x((^''^) 



eines Tangentialvektor s 



X 



i=l 



dx 



xo k=l 



dx' 



^0 



gilt bei einem solchen Kartenwechsel die kontravariante Transformationsregel 

^ dx' ^ 0^ 
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Beweis. 



i) Lineare Unabhängigkeit : 
Aus 



X = J]X 



_d_ 



0 



^0 



folgt für alle Koordinaten-Funktionen Usx \-^(p'^{x) = x^ e 

X' ■ — \(p^] = } X' ■ - ^ 
ßx' V I ^ 

i=l 
m 

- s 



m 



i=l 





d 


X' 






' dx'' 




dx'' 








dx' 



^0 i = l 

m 

(x;)=Xr.<5f=x'^ = 0 



i=i 



Erzeugenden-Eigenschaft: 
Ist X G TxqM vorgegeben und 



ö 

k=l 

SO folgt für alle / g Sm{xo) '■ 

(x-x){f) - x(7)-|;x(/). 



d 



k=l 
m 



— \ X linear 



^0 



d 



dx'' 



^0 



Das Argument ist stationär, da für alle i e {!,... ,m} gilt 



= ^(/o^-^)Wxo))-Z^(/°^"')(^(-o))'5f = 0 



i=l 



Damit ist 



d.h.x=x = Er=i^(^^)-^ 

ii) Nach der Kettenregel gilt für alle / g &m{xq): 

(7) 



d_ 

dx' 



dx 



o (p'^j 



k=l 



Zj ~i (<P(^0)) 



k=l 



dx' 



dx' 



dx' 

(7) 



iii) Lineare Algebra. 



□ 
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^2.12 Beispiel 

In M = betrachten wir die beiden verträglichen Karten 



und 



{(p )id . M R (Kartes. Koordinaten) 

{x,y) (x,y) 



I 



l/:=A<\|(.,0)|x<01 R-x (p„i^,k„ordmaten) 

{x,y) = (r ■ COS t,r ■ sin t) ^ {r,t) 

In einem Punkt j?o = {xo,yo) e U besitzt der Tangentialraum Tp^M die natürliche Basis 




i- 




d 




\dx 


Po 


dy 


Po] 



bezüglich der Karte id. 

\ Po Pol 

Die natürliche Basis 

bezüglich der Karte m 

or ^ dt „ 

Po Pol 

errechnet sich wegen (id o (p'^^{r,t) = {x{r,t) ,y{r,t)) = (r • cos t,r ■ sint) zu 



d_ 

d_ 
dt 



Po 



Po 



dx d 

or ox 

dx d 

or ox 



Po 



Po 



+ ^(ro,^o) ■ T- 

dr dy 

+ ^(ro,^o) • T- 

dr dy 



Po 



= cos tQ ■ — 

dx 



Po 



-ro ■ sin to 



Po 



d 

+ sin to ■ — 

PO 

d d 

+ ro ■ COS to ■ — 

PO 



dx 



Po 



Interpretation : 

Identifiziert man, wie üblich, die Basisvektoren 
bezüglich id mit den Einheitsvektoren des R.^, so 
sind die Basisvektoren bezüglich (p gerade die 
(klassischen) Tangentialvektoren an die neuen 
Koordinatenlinien. 
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Weitere Möglichkeiten, Tangentialvektoren zu bestimmen, sind: 



die "geometrische Methode": 

Ein Tangentialvektor in xq ist eine Äquivalenzklasse [c] 
von differenzierbaren Wegen c : U{0) M durch xq = c(0) 
mit "gleicher Richtung" in xq, d.h. mit gleicher Ableitung 




5^(/oc)(0) 



für alle Funktionskeime / in xq 



die "Physiker-Methode": 

Ein Tangentialvektor X in xq ist (bzgl. eines festen Koordinatensystems) ein m-tupel 



dass sich bei einer Koordinatentransformation kontravariant nach Satz 2.11 iii) 
transformiert. 
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Zum Differential einer Abbildung F :M N 

Bei differenzierbaren Abbildungen f : R"' ^ R" ist in jedem Punkt x G R'" die Funktionalma- 
trix (Jacobimatrix) DF{x) definiert. Sie kann aufgefasst werden als lineare Abbildung 

DF{x) :R'" = T^R'" ^ R" = T^^R" 

Gesucht: Eine entsprechende lineare Abbildung bei differenzierbaren Abbildungen F -.M ^ N 
zwischen Mannigfaltigkeiten. 




Beobachtung : 

Ein Funktionskeim / e &m{F{x)) liefert einen Funktionskeim f o F £ &m{x) . 
Durch die Festsetzung 

y(7) := x(foF) für alle / 6 &n{F{x)) 
kann man jedem XeT^M ein Vektor Y eTp^^^N zugeordnet werden. 



2.13 Satz 



Seien M,N differenzierbare Mannigfaltigkeiten sowie F :M ^ N eine in x e M differen- 
zierbare Abbildung. Dann gilt: 

i) Durch 

wird eine lineare Abbildung 

dF\, :T,M ^ Tp^x)N , X dF|,(X) 

definiert, genannt Differential oder Linearisierung von F in x . 

Andere Bezeichnungen: 

Tangentialabbildung TxF oder induzierter Homomorphismus Fi,\x 



ii) Bezüglich Karten 
und 



(p :U c M ^ U CR"" , x^ (x') =: x 



if/ -.V c N ^ V GR" , iy") =: y mit F{U) c V 

gilt für die Bilder der natürlichen Basisvektoren inx £ U 



, , ( d \ ^ ^F^' 



(x) 



d 



F{x) 



Die Darstellungsmatrix von dF\^ ist also gerade die Funktionalmatrix der lokalen 
Darstellung _ 

F = ]j/ o F o (p'^ 
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Schematisch 



X e T^M 



X e 



Übergang zu lokalen Koordinaten 



m ^ 

Z—, O 
dx' 

i=l 

d 



F{x) 



Y = dFliX) 

(invariant) 



y = DF{x) ■ X 

(in lokaler Koordinaten) 



[Koordinatentransformation unnötig] 



Beweis. 



i) dF|^ ist wohldefiniert, d.h. dF|^(X) ist eine Derivation aus Ti^x)^ '■ 
a) Linearität: 



dF\^{X)(X- f + ^i-g) = X({X- f + fi- g) o f) = X(X - f o F + ^i- g o f) = 

X ■ X(7^) + fi ■ X(i^) = X ■ dFl{X)(f) + ^ • dFliX)ig) 



X lin. 



b) / stationär ^ foF stationär =^ dF\^{X)[f) = x(f o f) = 0 

c) dF|^ ist linear in X , denn für alle fe3N{F{x)) gilt 

dFl{x■x + ^i■Y)(f) = (A-x + /i.y)(7^) = 

= X-dFl{X)(fVF)+ii-dFUY)(f^) = 

= A-dfL(x)(7)+^-dfUy)(7) = 

= (X■dFl{X) + ^l■dFl{Y))(f) 
ii) Die Kettenregel liefert für alle / g Sn{F{x)) 



d 



= -^((for')°(i^oFo<p-^)){<p{x)) 



"d(fo 1^-1) dUoFo (p-^Y 



dyi- 
dF^ ,^ d 



dx^ 



y —(X) • — (7) 



F(x) 
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2.14 Folgerung 



M,N undP seien difFerenzierbare Mannigfaltigkeiten, dann gilt 

i) F -.M ^ N, G :N ^ P difFerenzierbar => G o F -.M ^ P difFerenzierbar, und es gilt 
die Kettenregel 

d(GoF)|, = dG|^,)OdF|, 

lokal 

d(Go f){x) = DG(f{x)) ■ DF{x) 

ii) Aus F :M N C^-Diffeomorphismus folgt dass 

df|, :T,M^Tf(,)iV 



ein Vektorraum-Isomorphismus mit d^^'^l^^ ^ = (df|x) • 
Insbesondere ist dimT^^M = dimTf(;c)JV . 



Beweis. Etwa durch Übergang zu lokalen Koordinaten. 
In einem beliebigen n-dim Vektorraum V liefert jede Basis (ei,. . . ,e„) eine globale Karte 



Da der Isomorphismus 



(p: V ^ R" 

X : TrV V 



'-'i-i öx' \x ^1 = 1 ' 



von der speziellen Basiswahl unabhängig ist (siehe Übung), kann auch hier TxV mit V 
selbst identifiziert werden. 



2.15 Definition: dualer Tangentialraum / Cotangentialraum T*M in x 



Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und x £ M. Dann heißt der Vektorraum 

T*M := L(T;,M;IR) 

aller Linearformen auf TxM der duale Tangentialraum oder der Cotangentialraum 
in X . 



Bekanntermaßen liefert jede Basis in einem endlich-dimensionalen Vektorraum V eindeutig 
eine Dualbasis in V* = L{V;R) . Im Falle des Tangentialraums einer Mannigfaltigkeit findet 
man sie auf ganz natürlicher Weise: 
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2.16 Satz 



Für eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit M gilt 

i) Bezüglich einer Karte (p -.U c M ^ U c W" , xh^ (x-^,. . . ,x'") um den Punkt xq e M 
erfüllen die Differentiale der Koordinatenfunktionen 



d.h. die Linearformen 



dx'' := d(p''\ :T;,„M ^ R (= T ,R) {k = l,...,m) 



die Dualrelationen 



V : dx*^ 

i,fc=i 









Lo 







dx' 



ifixo)) ■l = ö' . 



Sie bilden also die zur Karte (p gehörende natürliche Dualbasis des Cotangential- 
raums T*^M , somit gilt 



T.> = ((dxi^,...,dx" 
Jede Linearform f '.Txq^ K- hat dann die Basisdarstellung 

m 

^ = / • dx*^ mit den Koordinaten = (\ 



d 



k=l 

ii) Bei einem Kartenwechsel 

cp' o (p-^ ■.(p{u n U') (p'{U n U') , (x') ^ (^'''(^')) ^i^xo eUnU' 
gelten für die dualen Basisvektoren 

dxM bzw. dx''| 

sowie für die Koordinaten bzw. ^1 von Linearformen 

m m 

k=i 1=1 
die kovarianten Transformationsregeln 

m „ ,/ m „ ,1 

dx''| =Y^-^U).Ax'\ bzw. ^, = Y^-^U).^,' 

1x0 ^ ß^k V 0/ 1x0 a^A: V 0/ 

k=l / = 1 



Neben dem Cotangentialraum T*M lassen sich aus T^M noch eine Reihe weiterer Vek- 
torräume konstruieren (Tensorräume, Äußere-Produkt-Räume), die dann ebenfalls indu- 
zierte natürliche Basen besitzen (siehe später). 
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2.3 Immersionen, Einbettungen, Untermannigfaltigkeiten 

Viele konkrete Mannigfaltigkeiten M (z.B. die S") sind Teilmengen einer anderen umgeben- 
den Mannigfaltigkeit N (z.B. den 

Frage: Welche Beziehung besteht zwischen den Diflferenzierbarkeitsstrukturen auf M und N 
bzw. den induzierten Topologien? 
Zunächst einige Vorbereitungen: 



/ [ ^2.17 Definition: regulär in x € MJ n 

Eine differenzierbare Abbildung F :M -» N zwischen differenzierbaren Mannigfaltig- 
keiten M,N heißt im Punkte x € M regulär, wenn ihr Differential 

dF|, :T,M^Tp(,)JV 

dort den Höchstrang r = min {dimM,dim N} besitzt. 

- 



2.18 Definition: Immersion und Submersion 



Seien M,N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. 
Eine überall reguläre Abbildung F :M ^ N heißt 

• im Falle dimM < dimN eine Immersion {"immersion") 

• im Falle dim M > dim N eine Submersion 



Die lokalen Funktionalmatrizen 




regulärer Abbildung besitzen also überall 



Höchstrang. 



Wir beschäftigen uns zunäclist mit Immersionen: 

Diese brauchen nicht injektiv zu sein (Selbstdurchdringungen). Ist F -.M ^ N eine injektive 
Immersion , so wird M mitsamt seiner Topologie 7{M) bijektiv auf die Teilmenge F{M) c N 
abgebildet. 




Problem : 

Die von M auf F{M) übertragene Topologie braucht nicht die Relativtopologie von F{M) als 
topologischen Teilraum von N zu sein 
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Sie kann feiner als die Relativtop ologie sein, klar mehr offene Mengen enthalten (denn relativ 
offene Teilmengen sind auch in der übertragenen Topologie offen, da P :M ^ F{M) c: N stetig 
ist!). Andere Formulierung: 

F'-^ : F{M) M braucht bezüglich der Relativtop ologie von F{M) c: N nicht stetig zu sein 
bzw. f : M — > F{M) c: N braucht nicht offen zu sein (also auch kein Homöomorphismus). 



— 2.19 Definition: Einbettung 

Eine Immersion F : M N zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten M,N heißt 
eine Einbettung ("embedding"), falls sie injektiv ist und die Bijektion 

F -.M ^ F{M) c: N 

eine offene Abbildung ist, das Bild F{Q) jeder offenen Menge Q c M also offen im topolo- 
gischen Teilraum F{M) c: N ist. 



Zusammen mit der Stetigkeit einer Einbettung ist also f :Af — > F{M) c: N ein Homöomor- 
phismus. 

Noch einmal zum Vergleich 

F :M ^ N Immersion <=> F regulär <=> V^em'- rg dFl;^ = dimM 
F -.M ^ N Einbettung <=> F regulär, injektiv und offen 




Immersion Einbettung 



Spezialisierung auf Teilmengen M c N [ setze M = F{M) ] . 

f [ 2.20 Definition: immersierte IVIannigfaltigkeit 

Eine (nichtleere) Teilmenge M einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit N heißt eine im- 
mersierte (Unter-) Mannigfaltigkeit, wenn sie eine Differenzierbarkeitsstruktur be- 
sitzt, so dass die Inklusionsabbildung 

i:xeMh^x€N 

eine Immersion ist. 
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2.21 Definition: Untermannigfaltigl<eit 



Eine (nichtleere) Teilmenge M einer difFerenzierbaren Mannigfaltigkeit N heißt eine (ein- 
gebettete) Untermannigfaltigkeit, wenn sie eine DifFerenzierbarkeitsstruktur besitzt, 
so dass die Inklusionsabbildung 



i -.x e M X e N 



eine Einbettung ist. 



2.22 Beispiel: Kurven M in N = 



- to2 



Sei I c R offen. Jede injektive Parametrisierung t e I c{t) e M liefert bezüglich der 
Karte 

(p := c'^ -.M ^ I 
eine DifFerenzierbarkeitsstruktur auf M . 

Die Inklusionsabbildung i : (x,y) e M i-^ {x,y) e N besitzt die lokale Darstellung 

7{t) = id o / o (p-'^{t) = c(0 , {t e I) . 



c(f) = 




M keine immersierte Mfk. 
i = c in f = 0 singulär 



® 



c(f) = sinf 



- cos t) 
\sint\ 




M immersierte Mfk. 

i = c C^-diffbar und 
regulär (Beweis!) 



Cl/2(f) = 



'cos ^ 
isinf 




M Untermannigfaltigkeit 

i = c regulär, 

T{M) ist die Relativtop. 
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Zu 1) Immersierte Mannigfaltigkeiten können durch "'falsche'^ 
Kartenwechsel Singularitäten bekomi 

Bsp. c{t) = (p'^{t) = 



Zu 2) Mannigfaltigkeiten können bezüglich 
verschiedener Differenzierbarkeitss- 
trukturen immer siert sein. Bsp: 



Zu 3) Die Diflferenzierbarkeitsstruktur einer echten Untermannigfaltigkeit ist aber ein- 
deutig bestimmt! (siehe später) 

Zum Beweis wichtiger Eigenschaften von Immersionen, Einbettungen, Untermannigfaltig- 
keiten wird ein starker Satz der reellen Analysis benötigt. 





2.23 Satz: Rangsatz für diffbare Abbildungen zwischen l\/lannigfaltigl<eiten 



M und N seien C^-Mannigfaltigkeiten mit s > 1 , dim M = m und dim N = n . 
F : M ^ N sei eine C^-differenzierbare Abbildung, deren Linearisierung dF|^ : T^M 
Tf(;^)N in einer Umgebung von xq 6 M konstanten Rang r < min{m,n) besitzt. Dann 
existieren Karten 

(0 : U C M ^ D GR"" r ^ r. 

um xo mit ^(xo) = ü 

X i-> (x') 
li/ ■ V c N V cR" 

^ ■ , um F{xo) mit F{U) c V und il^{F{xo)) = 0 , 

y ^ iy ) 

so dass die lokale Darstellung 

F = ij/ o F o (p-'^ -.Ü G R"" ^ Ü G R" 

gerade die Abbildung 

(x\...,x'") ^ (x^...,x^ o_o ) 

ist, wobei sogar gilt ^^^^^ "^'^ 

F{U) = {yGV\ y-i = ... = y" = 0) 



Zusatz: 

Es gilt demnach _ _ 

F= iop\^ -.Ü GR'" GR" 

mit der Koordinatenprojektion 

p:R'"^R", {x\...,x'") ^ {x\...,x") 
und der Koordinateneinbettung 

i -.R' R" , (x\. . . y) (x\. . .x^0,. . . ,o) 

wobei die Koordinatenumgebungen jeweils quaderförmig angenommen werden kön- 
nen. 



Cöpyrlghlea malerial 



2.3. Immersionen, Einbettungen, Untermannigfaltigkeiten 



40 



Wir brauchen an sich nur die 





2.24 Folgerung 








Jede Immersion 








F -.M N (mit r = m = dim M < dim N - n) 


lässt sich lokal durch die Koordinateneinbettung 






^ :(x\...,x'") ^ . . ,x'",0,. . . ,0) darstellen, 


jede Submersion 








F -.M ^ N (mit m = dim M > dim N = n = r) 


durch die Koordinatenprojektion 






F = ■.{x\. . . ,x",. . . ,x'") ^ {x\. . . ,x") . 



Ergebnis: 

Jede Immersion / Submersion lässt sich durch geschickte Koordinatenwahl lokal 
trivialisieren . 

Auf der nächsten Seite, werden die Fälle für m,n < 2 veranschaulicht. 
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Veranschaulichungen 
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Beweis, [des Rangsatzes] 

Sei F :M ^ N eine C^-Abbüdting (s > 1) mit rgdF = r < min {m,n} in der Umgebting von 
XQ e M . 

i) Rückführung auf ein Problem der reellen Analysis 
Es existieren zunächst Karten 

(p' -.U' c M ^ Ü' c R'" mit (p'{xo) = 0 

f :V' c M ^ V' CR" mit F{U') c V und lA'Cf (^o)) = 0 , 

so dass die lokale Darstellung 

F : [7' c R'" ^ y' c R" (0^0) 
C*-diflFerenzierbar mit rg DF' = r in der Umgebung von 0 €U' . 

ii) Anwendung des Rangsatzes für -Abbildungen (s > 1) 

/ :G c R"" ^ H c R" (0^0) [ hier / = -F' ] 

Er liefert die Existenz einer offenen Umgebung U c G von 0 € R"* und eines C*- 
Diffeomorphismus _ 

^ :[/ c R'" -> [/ c R'" mit ^(0) = 0 

und die Existenz einer offenen Umgebung V c H von 0 e R" mit f{U) c V und eines 
C*-Diflfeomorphismus 

/i:ycR"^7cR" mit /i(0) = 0 

so dass die Abbildung _ _ 

f = ho f og-^ -M CR'" ^ V CR" 

durch 

{x\...,F") ^ (x\...,F",0^_^) 

gegeben ist, wobei sogar 

fiU) = { y e y I h'^'^iy) = ■■■ = h"iy) = o) [ Zum Beweis siehe iv] 

In unserem Falle existieren also Diffeomorphismen 

g lÜ" cÜ' CR"" ^ Ü CR'" (Oh^O) 
h :Y" c y' c R" ^ y c R" (o 0 und c y") 

mit 

F •.= hoF' og-^ , (x\...,x'") ^ (x\...,x%0^^^) 

wobei _ 

y e F'(l/") « y e y" a K^\y) = ■■■ = h''{y) = 0 

iii) Rücktransformation auf die Mannigfaltigkeiten: 
Setze _ _ 

[/ := f'^ (Ü") , V := f'^ (y") [ offen in M bzw. JV ] 

und 

(p := g o (p'\^ :U ^ U , \J/ := h o f\y :V ^ V 
Beides sind zulässige Karten mit 

<p{xo) = 0, i^iFixo)) = 0 und F{U) cV F'(Ü") c V") . 
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Die lokale Darstellung von F bezüglich dieser Karten ist 

F = ^oFo(p'^=ho i^' o F o (p'^^ o g'^ = h o F' o g'^ = F , 

wobei 

yeFiU) « f{y)€ifoF){U)^{foFotp'-^)(Ü")=F'{Ü") 

« f{y) e V" A h'-^Hfiy)) = ■ • ■ = h"{fiy)) = 0 ^ 
« yeV A r^\y) = ...=r{y) = 0 

iv) Beweis des Rangsatzes für -Abbildungen 

f :G CR"" ^ H CR" (0 0) 

mit s > 1 , rg Df = r = const in der Umgebting von 0 € G : 
Ohne Einschränkung sei 

det I '— — I 0 (sont Umnummerierung) also Df 



REG 



dx^,. . . ,dx'' 
a) Definiere 

g(x\. . . ,x'") := (f\x) ,r{x) y^\. . . ,x'") =: (x\.. . 

r m-r 



? ? 



mit 



/ ^ 



0 



= r 



= m-r 



also 

Hpt -n/jCv^ = fjpt. I 

öx^,. . . ,dx'' 

in der Umgebung von 0 . Der lokale Umkehrsatz liefert: 



det Dg{x) = detl ^/ ^' ' ' '''/^ |(x) ^ 0 



g -.U G G GR"" ^ U G 

ist ein C*-Diffeomorphismus. 
b) Betrachte l := f o g-'^ :Ü c R"" ^ R" . Wegen 



(0 ^ 0) 



güt 
mit 



i{x\...,3r) = (x\...,F,r\3r),...,r(3?)) 

r n-r 



0 1^ 0 



0 



\ 


•< 




J 




\ 


1 





= r 



= m-r 
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Es ist mit x := g'^{x) 



rgD/(x) = rg(0/(x).(0£(x))^ ) = rgö/(x) = r , 

regulär 



also 



und damit 



' fj,v>r- 



(^ = 0 



V : F(x\.. . = V'(x\.. . ,F, 0,. . . ,0 ) 

/i=r+l ^ ^ ^ ' ^ 

m-r 

c) Definiere in einer genügend kleinen Umgebung von 0 e R" 

h{y\...,y") := (y\. . . ,y^y-l - rl(y\. . . ,y^0,. . . ,0) ,. . . 

,y"-^(y^...,y^O,...,0)) 

r 

mit 



n-r 



!Dh{y) = 




0 



= r 



= n-r 



Der lokale Umkehrsatz liefert wieder: 

/j : y c H c R" ^ y c R" (0 0) ist ein C'-DifTeomorphismus 

Durch verkleinern von U bzw. U erreicht man f{U) = l(u) cV . 
d) Für 

f := ho f o g-^ = hol :U ^ V 

gilt dann 

7(xi, ...,?") = h(x\...,3r,r\3^,...,i"{^) = 

= {x\. . . ,F,ri(?\. . . ,F") - ri(?\. . . ,F,o,. . . ,o) ,. . . 

...,/"(x\...,F")-r(x\...,F,0,...,0)) = 
^ (x\...,F,0,...,0) 



nach (2.1), d.h f = io p\~ 



(2.1) 
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e) Zur Gestalt der Definitionsbereiche : Die Bildbereiche U von g und V von h können 
offensichtlich quaderförmig angenommen werden (mit V beginnen!) 

p[Ü) X E"-'" 



U c W" 



/ 



V cm." 



0 



V = (/>([/) xE"-'") n v) 



Falls 



setze 



f(u)i[yev\r' = --- = r = 0} , 



V := (p(u) X R"-') n V , 
ebenfalls offen und quaderförmig, sowie 

V := h-^(v') [ offen im R" ] . 

Dann gilt 

y G f{U) = (/z-l o fog)iU) = {h-' oiop)(Ü)^yeV' A h'^\y) = ■■■ = h%y) = 0 



1. Anwendung : Immersionen sind lol<al Einbettungen 



2.25 Satz 



Jede Immersion F :M ^ N ist lokal eine Einbettung, d.h. jeder Punkt xq e M besitzt 
eine offene Umgebung U , so dass Flu -.U ^ N eine Einbettung ist. 
Weiter gilt mit einer geeigneten Karte i/' : [/ c iV — > R" um F{xo) 

F{U) = {yGV\ ^"'^\y) = ... = r{y) = 0} 
d.h. F{U) ist das Nullstellengebilde der Abbildung 

f:VcN^ R"-'" , y ^ ^y) := [r"\y),.. . ,riy)) 



2.26 Satz 



Bei einer Einbettung F -.M ^ N existiert zu jedem Punkt xq e M eine Karte 

}{/ :V c N ^R" um f (xq) mit 

FiM) nV = {y£V\ i/"'^\y) = ■■■ = = o} . 

" FiM) liegt lokal in N wie der R'" in R" " 
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Unterschied 
• Immersion 




\Jtp{F{U)) 



0 



U(f(M)) 



y c E" 



("Doppelpunkte" und topologische "Grenzpunkte" sind vorhanden, lassen sich 
aber ausblenden). 



• Einbettung 

M 




ipiFiM) n V) 



0 



y c E" 



Beweis. [Satz 2.25] 

Bezüglich der Karten (p,\l/ aus dem Rangsatz gilt ij/ o F o cp''^ = i\~ , also Flu = ij/'^ o i o cp . 
Damit ist 

F\u -.U cM ^ F{U) c:V c:N 
injektiv und offen als Verkettung solcher Abbildungen, denn die Koordinateneinbettung 

i-.Ü CR"" ^ c: V c: R" 

ist offen wegen 





















i 5 











Q c (7 offen => i 



(q X R"-^) n V 

\ offen im R" / 



n n O) relativ offen [ in V und R" ] 



offen in V 



Beweis. [Satz 2.26] 

Bezüglich Karten wie oben, gilt: 



F Einbettung 



F{U) ist offen in F{M) c: AT ^ 

es ex. offene Menge V aus N mit F{U) = F{M) n V und o.E. Y cV 
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V 



V 



ij/ := jj/lg ist dann eine zulässige Karte mit 

F{U) = F{M) nV = {y£V\ if"'^Hy) = ■■■ = f"(y) = O} 

□ 



2. Anwendung : Eindeutigkeit einer Untermannigfaltigl<eit 

Auf einer Teilmenge M Q einer difFerenzierbaren Mannigfaltigkeit N braucht keine Struk- 
tur zu existieren, so dass M Untermannigfaltigkeit von N ist (aus topologischen Gründen). 
Falls aber eine solche existiert, dann ist sie eindeutig bestimmt . Dazu zunächst der 



2.27 Hilfssatz 



M ^ N 



M,M und N seien C^-Mannigfaltigkeiten {r > 1),F -.M ^ N eine 
C^-Immersion und G :M ^ M stetig. Dann gilt qT 

G C^-differenzierbar <==> F := F o G C^-differenzierbar ~ r - r o 

M 



I "GegenbeispieF: F{x) = , G{x) = \x\ , F{x) = {F o G)(x) = x^ 

Beweis. Sei xö £ M . Da F C-Immersion, existieren Karten (p -.U ^ U von M um G{xo) und 
^ -.V ^ V von N um {F o G)(xo) mit F{U) c V und ij/ o F o (p''^ = i\~ . Da G stetig, existiert eine 

Karte Ip :U ^ U von M um xq mit g{u^ c (7 . Für die lokale Darstellung von F = f o G in der 
Umgebung U von xq folgt dann 

F = FoG = il/o(FoG)o'(p'^ = (i/'ofo cp'^^ o ^(p o G o Tp '^^ = i o G , 

d.h., 

= (g(?),o,...,o) . 

Also gilt in U : 

f C'^-differenzierbar <==> G C'^-differenzierbar 

und damit in U : 

f C'^-differenzierbar <==> G C'^-diflferenzierbar 

□ 

Daraus erhält man 
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— 2.28 Satz 

Ist M eine nicht-leere Menge, N eine C-Mannigfaltigkeit mit r > 1 und F : M ^ N eine 
injektive Abbildung, so gibt es höchstens eine C^-Struktur auf M , so dass F -.M ^ N eine 
C^-Einbettung ist. 



Spezialfall 

Auf einer nicht-leeren Teilmenge M einer -Mannigfaltigkeit N (r > 1) existiert 
höchstens eine C^-Struktur, so dass M Untermannigfaltigkeit von N ist. 

Beweis. [Satz_2.28] _ 
Seien C(M), C{M) zwei solche Strukturen, M und M die zuge- 
hörigen (als Punktmengen identische) Mannigfaltigkeiten und 
F : M ^ N und F : M ^ N C^-Injektionen (mit gleichen Wer- 
ten). Da f : M -> N eine Einbettung, F'^ : F{M) -> M stetig, also 
auch id = F-^ o F -.M ^ M . 

Hilfssatz 2.27 liefert: _ 
Mit F :M ^ N ist auch id : M ^ M C^-differenzierbar. Vertauschen von M und M zeigt, dass 
id :M ^ M sogar ein C^-Diffeomorphismus ist. Folglich sind auch alle lokalen Darstellungen 

id = (p oidoTp'^ = (po'ip'^ mit (p e C(M) , ^ e C{M) 

C^-Dififeomorphismen. Damit sind die Strukturen C{M) und C(M) miteinander -verträglich 
und, da maximal, sogar identisch. □ 




3. Anwendung : Kennzeichnung von Untermannigfaltigkeiten 





2.29 Satz 




f 





Sei AT eine n-dimensionale C^-Mannigfaltigkeit mit r > 1 . Eine nicht-leere Teilmenge M c 
iV ist genau dann eine m-dimensionale C^-Untermannigfaltigkeit von N (wobei m < n) , 
wenn um jeden Punkt xq £ M eine Karte 



\l/ -.V c N ^ V CR" 
aus der Struktur C(JV) existiert mit 

Mnv = [x eV \ \l/"'*^{x) = ■■■ = ^"{x) = o} 
Eine solche Karte heißt Schnittkarte von N für die Untermannigfaltigkeit M . 




1 ] 

1 I 

Hl d 



v. 
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Eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit N 
ist also lokal Nullstellenmenge einer Abbildung 

^-.V^R"-"", xh^ (i^'"+^(x),...,i^"(x)) . 

Umgekehrt definiert jede solche lokale Null stellenmenge eine Untermannigfaltigkeit. 

Beweis. (" =^ "): Klar nach Satz 2.26. Setze F{M) = i{M) = M 
("<="): Jede Schnittkarte ij/ -.V g N ^ V c R"" von N für M liefert eine Karte 

(p -.U := M nV ^ Ü cR"" , xh^ (^^(x) ,. . . ,^A'"(x)) 
von M. Die -Verträglichkeit von Schnittkarten liefert: 

f o ■■i'iv n V) ^ fiy n V) , {y") ^ [y'^iy")) 
ist ein C^-Diffemorphismus, also auch die Abbildung 

\1/{M nV nV')B{y\0) h^[y'''(y',0) ,0)£f{M nv nV) . 

Weglassen der überflüssigen Nullen zeigt, dass auch der 
Kartenwechsel ,„-l^n\ 

cp' o <^-i -.(piu n u') ^ (piu n u') , (y') ^ {y''(y')) 

in M ein C^-Diffemorphismus ist. Damit ist auf M ein C- 
Atlas definiert. Bezüglich der induzierten Struktur ist die 
Inklusion i : M —> N eine (injektive) C^-Immersion, denn 
lokal gilt /(y') = {j/ o i o (p'^^(^y'^ = (y',o) , also rgDi=m . 
Es bleibt zu zeigen, dass die induzierte JTopologie 7{M) 
die Relativtop ologj^e bezüglich N ist. Sei Q c [/ c K.'" of- 
fen und B := (P'^{q) eine Basismenge aus 7{M). Dann ist 

Q := (q X R"-'") n V offen in R" und es gilt B = ^"^(Q) n M 

mit der offenen Menge i/'^{Q) aus 7{N). Damit ist eine Ba- 
sismenge B relativ offen und damit jede Menge aus T{M). 

□ 






4. Anwendung : Konstruktion von Untermannigfaltigkeiten 

Unter bestimmen Regularitätsvoraussetzungen sind bei einer dififerenzierbaren Abbildung 
F : M ^ N die Urbilder f"^(yo) von Punkten yo e N Untermannigfaltigkeiten von M . 



/ 2.30 Definition: regulärer Wert / l<ritisctier Wert v 

Sei F :M ^ N eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten. Ein Punkt 
y e F{M) c N heißt regulärer Wert von F, wenn F in jedem Urbild x g f"^(y) (mit 
f (x) = y) regulär ist, andernfalls ein kritischer Wert. 

■ 

Jetzt gilt 
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2.31 Satz: Satz vom regulären Wert 



Ist yo e F{M) regulärer Wert einer C-Abbildung f :M — > N mit r > 1 und m = dimM > 
dimiV = n , so ist die Urbildmenge -F"^(yo) eine -Untermannigfaltigkeit von M der Di- 



mension m - n 



Spezialfall ; 

Bei einer Submersion F :M —> N sind alle Urbildmengen F'^{yo) mit yo € F{M) Unterman- 
nigfaltigkeiten von M . 

Beweis. Ist P in xq 6 F'^(yo) regulär, so besitzt dF|^^ in einer ganzen Umgebung von xq den 
Höchstrang n. Also gibt es nach dem Rangsatz 

• eine Karte (p -.U c M ^ U c R"" um xq mit (pixo) = 0 

• eine Karte ij/ -.V c N ^ V c R" um yo = F{xo) mit F{U) c V und ij/iyo) = 0 , 
so dass 

F = ij/ o F o (p-^ :U GR"" ^ V GR" 
gerade die Koordinatenprojektion p : (^x^,. . . ,x",. . . ,x'") i-^ [x^,. . . ,x") ist. 

^ ~~ M 




V CR" 



Jetzt gilt 

X e F-Hyo) n U 



X eU A F{x) = yo 

xeU A pi(p{x)) = o F o ip-^){(p{x)) = if{F{x)) = ^(yo) = 0 
X eU A (p^{x) = ■■■ = (p"{x) = 0 . 



(p ist also (bei anderer Koordinatennummerierung) eine Schnittkarte von M für f "^(yo) • Satz 
2.29 liefert: F'^(yo) ist eine (m - n)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M . □ 



2.32 Beispiel 



Die «-Sphäre S" c R"+i ist Urbild p-i(O) unter der C~-Abbildung 



n+l 



»«+1 



0 G R ist regulärer Wert von F , denn grad f[x') = (2x\. . . ,2x"+^) hat auf 5" = f "^(0) 
den maximalen Rang 1 . Damit ist die S" eine n-dimensionale C°° -Untermannigfaltigkeit 
des R"'^^ , in diesem "eingebettet". 
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2.4 Einbettungen in einem flachien Raum 

Man kann jede (echte) difFerenzierbare Mannigfaltigkeit in einem einbetten. Die stärkste 
Aussage macht der 



2.33 Satz: Einbettungssatz von WHITNEY (1936) 



Jede n-dimensionale C"' -Mannigfaltigkeit lässt sich als abgeschlossene Untermannigfal- 
tigkeit in den M.^""^^ einbetten. 



2 .34 Beispiel 



Die "Acht" passt als Untermannigfaltigkeit in den : 



• QO 

4- 



Wir beweisen nur eine "schwache" Version 



2.35 Satz 



Jede kompakte -Mannigfaltigkeit mit 1 < r < oo lässt sich C^-differenzierbar in einem 
einbetten. 



Beweis. Sei M eine m-dimensionale kompakte C^-Mannigfaltigkeit. Zu jedem x £ M wählen 
wir eine Karte 

(p -.U c M ^ Ü CR"" 
mit fix) = 0 und := { x e R'" | \x\ < 1} c Ü . 




U c M 



9 




Setze V := (p'^iKi) und W := (p-^iKy^) . 

Das System {W^ \ x e M] bleibt eine offene Überdeckung von M und es existiert eine endliche 
Teilüberdeckung {Wi,. . . ,Wn\- Die zugehörigen Karten seien für i = 1,. . . ,N 



Sei jetzt / 



(Pi :Ui Ui mit (pi{Vi) = Ki und (pi{Wi) = iCi/2 
eine -Funktion mit 



fix) = 1 für |x| < - (d.h. X e i^Ti/a) 
/(£) = 0 für |x| > 1 (d.h. X G C^i) 
/(?)€]0,1[ für ^ < |x| < 1 




-1 -1/2 0 1/2 1 
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(Eine analytische Funktion mit dieser Eigenschaft gibt es nicht!) 
Sie liefert für i = 1,. . .,N C^- Abbildungen 



fi-.M 



Definiere jetzt die C^-Abbildung 



X i-> 



\f{(Piix)) für x£Ui 
0 fürx€M\Vi 



F : M 



mit 

also 
Es gilt 



fi{x) • (pi{x) für x £ Ui 
0 sonst 



^j(x) = f{x) • X für X e Ui 



i) F ist injektiv 

Sei F(x) = F{y) , also insbesondere 

^ : fiix) = fiiy) . 

i=l 

Dann liegen x und y in einer gemeinsamen Umgebung Wk mit einem k €. {1, 
denn 

X eWk-andy^Wk => fk(x) = 1 ;t /^(y) . 
Aus ^k{x) - ^fc(y) folgt dann wegen 



fkix) = fkiy) = 1 



(Pk{x) = (Pkiy) , also X = y . 



ii) F ist regulär _ 
Sei etwa xq eWk . Wir benutzen die Karte (pk :Uk Uk . 
In der Umgebung von xq gilt dann 

(fc) (fc) 
P{x) = (/i(x) ,. . . , 1 ,. . . ,/jv(x) ;!/'i(x) ,. . . ,(pfc(x),. . . ,^jv(x)) 

m = (Fo<p-^^){x\...,x'") = (...;...,(x\...,x'"),...) 
und dies impliziert 



£)F(£) = 







\ 






1 








' 1 






V 




1 





=m , also rg DF{x) = m 



Zusammen ist also f eine injektive C^-Immersion . Zu zeigen bleibt: 
F :M ^ F{M) c: ist auch offen, also ein Homöomorphismus. 
Dies liefert der folgende topologische 
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2.36 Hilfssatz 



Sei X ein kompakter topologischer Raum, Y ein topologischer Hausdorffraum und 

f :X -> y eine stetige Bijektion. Dann ist F auch offen, also sogar ein Homöomorphismus. 



Beweis. Sei Q offen in X , also A := X\Q abgeschlossen. Da X kompakt, ist auch A kompakt 
(siehe Übung 1), ebenso F{A) c V , da f stetig. Weil Y ein Hausdorfifraum, ist F{A) auch 
abgeschlossen in Y (siehe Übung 1), also 



/(Q) = fix \ A) ^='- f{X) \ f{A) = Y \ f{A) 



offen in Y 



2.37 Folgerung 



Eine injektive Immersion einer kompakten Mannigfaltigkeit ist automatisch eine Ein- 
bettung. 



2.38 Beispiel: Die Projektive Ebene IP^ 

Sie entsteht aus der affinen Ebene durch Hinzunahme einer "Ferngeraden", damit 
sich alle Geraden, eventuell "im Unendlichen", auf dieser Ferngeraden schneiden. 



{ [x,y,z] I {x,y,z) 6 \ {0}} = { [x,y,z] \ {x,y,z) e S^} = {{x,-x} | x G S^} . 



Die Karten 



<Px ■ [x,y,z] = 
(py ■ [x,y,z] = 
(Pz ■■ [x,y,z] = 



X X 

X z 

y y. 

9 9 

Z Z 



(-•-) 

\x X/ 



X z' 
-,-| e 

y y> 



(wobei X ^ 0) 
(wobei y 9^ 0) 
(wobei zi^O) 



machen zu einer 2-dimensionalen -Mannigfaltigkeit. 

E igenschaf ten 

i) ist nicht in den einbettbar 

Weglassen überflüssiger Diame- 
tralpunkte auf der liefert eine 
Halbkugel, bei der Diametralpunk- 
te auf dem Äquatorkreis zu "ver- 
kleben" sind. Dies ist im ohne 
Selbstdurchdringungen nicht mög- 
lich. 

ii) p2 ist in den einbettbar 
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Die Abbildung 

/:P2^RS [x,y,z] ^ z,z ■ x,x ■ y,^ ■ (x^ - y^fj 

ist wohldefiniert , injektiv , regulär , also eine Einbettung, da kompakt. 

iii) Es existiert eine Immersion der in dem IR^ 

Projektion der Einbettung / auf die ersten 3 Koordinaten liefert die Steinersche 
Römerfläche (Jakob Steiner 1838). Diese besitzt aber 6 Singularitäten (keine Im- 
mersion!) 

Parameterdarstellung: g •.P'^ ^ , [x,y,z] (y ■ z,z ■ x,x ■ y) . 

''Glätten" dieser Spitzen liefert die Boysche Fläche. (Werner Boy 1901, sollte zei- 
gen, dass es keine Immersion gibt). Explizite Parameterdarstellung erst 1978. 
Eine Variante der Römerfläche ist die Kreuzhaube, ebenfalls mit Singularitäten. 

iv) ist nicht orientierbar 
Veranschaulichung 




\ ^ 

Halbkugel abgeschlossene enthält ein 

Kreisscheibe Möbiusband 



Ergänzungen 

• Jeder projektive Raum P" ist in den R^" einbettbar. 

• Jeder projektive Raum p2"+i igt orientierbar (siehe Übung für n-1) 

• Jeder projektive Raum P^" ist nicht orientierbar. 
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Tangentialbündel und andere Faserbündel 



3.1 Das Tangentialbündel 

Die Tangentialräume T^M einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M in verschiedenen Punk- 
ten X e M sind definitionsgemäß disjunkt (sieht man von Identifikationen in trivialen Man- 
nigfaltigkeiten ab). Ihre Vereinigung 

TM := [Jt^M 

kann in natürlicher Weise mit einer Differenzierbarkeitsstruktur versehen werden 




3.1 Satz 

M sei eine m-dimensionale C^-Mannigfaltigkeit mit m r > 1 , 

TM := ^T^M 

xeM 

die (disjunkte) Vereinigung ihrer Tangentialräume und 

7t -.TM ^ M , XeT^Mh^xeM 
die natürliche Projektion. Dann gilt: 
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i) Eine Karte 

(p: U c M Ü CR"" 

von M induziert eine Karte 

^: U := n-^{U) cTM [7 x R'" c R^m 

von TM der Dimension 2m, genannt die zu (p assoziierte Karte. Die Menge 

(TM) := I <p£ C{M)} 

aller assoziierten Karten bildet einen C-i-Atlas von TM, wodurch TM zu einer 2m- 
dimensionalen C^"^ -Mannigfaltigkeit wird, genannt das Tangentialbündel von M. 

ii) Die Projektion n :TM -» M ist für r > 2 eine C^'^-Submersion. Die einzelnen Fa- 
sern 

T^M := n^ix) 

bilden dann also jeweils eine C^"^ -Untermannigfaltigkeit von TM . 

- 

Beweis. 

i) Für assoziierte Karten gilt: 

^(tJnÜ"') = (p(U nU') xR'" 
ist offen in R^'". sind C^"^ -verträglich, denn für die Koordinatentransformation 

^' 0^-1 ■.fiJJnTj') = (p{u n 17') xR'" ^ (p'{u n u') xR"" = f'(Unij') 
gilt nach Satz 2.11 iii) 




ii) Bezüglich Karten (p,(p gilt für die Projektion n :TM — > M: 

n^(ponolp-'^ :lp(U)^lJxR'" ^(p{U)^U , (x',X') ^ (x') . 

Sie besitzt also überall Höchstrang m. Demnach ist jeder Punkt x e M regulärer Wert 
von n. Anwendung von Satz 2.31 liefert das gewünschte. 
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3.2 Folgerung 



Jede C^-Koordinatentransformation 

X y-^ T(x) := {^(p' o (p'^^{x) 

induziert im Tangentialbündel die C^"^ -Koordinatentransformation 

(x,x) ^ f[x,x) = (r(x) ,DT{x)-x) 



I Der assoziierte Atlas Ji (TM) ist im allgemeinen nicht maximal! 

So wie die punktalen Tangentialräume T^M können auch die punktalen Differentiale 

dF\^ :T,M^Tp(,)JV 
einer differenzierbaren Abbildung F -.M ^ N "gebündelt" werden 




TM 



dF 




• dF(X) 




TN 



TIN 



F{x) 



3.3 Satz 



M,N seien C^-Mannigfaltigkeiten mit r > 1 und F -.M ^ N eine -Abbildung. Dann ist 

dF:TM^TAr, X ^ dF(X) := dF|,^^;,)(X) 
eine C^'^-Abbildung mit der Eigenschaft 

ttn ° dF = F o ttm (Fasertreue) , 
genannt das Differential von F. 



Beweis. Für assoziierte Karten 



Ip -.U ^ U xR"" , X^ (x',X') 



(mit F{U) cV ^ dF(u) c V) gilt: 



df = ^^odf 0^-1 :[7xR'" ^ VxR" 



! = 1 



i=l 



i=l 



Diese Abbildung ist C-differenzierbar. Es gilt also dF(x,x) = (f(x) ,£)F(x))-X 



CöpyrighIM malerial 



3.2. Andere Vektorraumbündel 



58 



3.2 Andere Vektorraumbündel 

Die Konstruktion einer Differenzierbarkeitsstruktur auf dem Tangentialbündel kann fast 
wörtlich auf andere Vektor(raum)-Bündel übertragen werden. 



3.4 Definition: Vel<torraunnbündel {E,M,n) 



Ein Vektorraumbündel {E,M,7t) besteht aus 

• einem Basisraum M [ = m-dim. differenzierbare Mannigfaltigkeit ] 

• einem Bündelraum E = [J [ = disjunkte Vereinigung iV-dim. VR Ex ] 

xeM 

• einer (surjektiven) Projektion n :E M mit Fasern 

Ex = n'^{x) für X e M 

so dass gilt: 

• Jede Karte (p von M induziert für x £ Lf' eine (wohlbestimmte) Basis 

{ei\x,.. .,eN\x) 

von Ex und 

• jede Koordinatentransformation (p' o (p''^ in M induziert für x e U''' 0 V" eine (wohl- 
bestimmte) 



- Basistransformation 



N 



K=l 



- also auch eine (lineare) Koordinatentransformation der Gestalt 



d.h. 



(xO-(x-(x',X.O)=(i.fM-X^) , 



X'[x,x) ^ Ai^'X bzw. t(x,x) ^ (t{x) ,A{x)'X) 








u cm.^ 








T 




* 


.(x,x) 




•(x',X') 



U c 



Zur Konstruktion von Beispielen machen wir einen Ausflug in die multilineare Algebra. 
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Ausflug in die multilineare Algebra 

[Zunächst einmal eine meist ausreichende "Schmalspur"-Fassung] 
Gegeben : 

• Vektorraum V (über R) mit dimV - m, Basis (ei,. . . ,em) 

• Basisdarstellung von X e V : X = ' 
Eine Basistransformation 

m 

ek = Yja[- e'i 
1=1 

liefert eine (kontravariante) Koordinatentransformation 

[X' = A'X] 

Aus V lassen sich eine Reihe weiterer Vektorraumkonstruktionen mit induzierten Basen und 
induzierten Koordinatentransformation erzeugen. 

0. Dualraum von V 

Der Dualraum von V ist der Vektorraum aller Linearformen auf V, d.h. 

V* := L{V;R) = {( -.V \ £ linear} 

Induzierte Dualbasis von V* : 

(»^,.. .,9"") , definiert durch V,,^: »''{ei) := Sf , also dim^* = 

Basisdarstellung von | € y* : 

m 

r = E ^fc • ^'^ [ mit ^fc = f (efc) ] 
k=i 

Die induzierte Basistransformation: 



m 



fc=i 

liefert eine (kovariante) Koordinatentransformation £k = YjHi a\ 



I "1 
bzw. mit {a := [a[) ^ : = ^ ä • 

V fc=l 



und in Matrix-Notation: f'=A*-f mit A* := (A"^)^ 
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1. p-faches Tensorprodukt von 



Das p-fache Tensorprodukt von V*, auch ko varianter Tensorraum der Stufe p über V ge- 
nannt, ist definiert als der Vektorraum aller p-fachen Multilinearformen auf V, d.h. 



V* := L{V,.. . ,V;R) = {o) -.V x ■ ■ ■ xV 

p-mal p-mal 



CO p-fach linear} 



Ein Element aus V* wird auch kurz als p-Linearform oder p-Form bezeichnet. 
Spezielle p-Linearformen sind Tensorprodukte 

1"^ (8) • • • (g) 1"^ von Linearformen . . e 7* 

definiert durch 

® . . . ® (Xi,. . . ,Xp) := (\Xi) ■ ■ ■ e(Xp) 



Induzierte Basis von V* : 

(»''^ ^ ^ »''p \ 1 < ki,...,kp < m) mit (^^^ 
also dim V* = mP. 



Basisdarstellung einer p-Form co € 



kl 



»''p mit o)ki...kp ••= 0) (cfcj , . . . , Cfcp ) 



Die induzierte (p-fach kovariante) Koordinatentransformation lautet: 



Oi 



^ki-kp 



2. p-fach äußeres Produkt von 

Das p-fach äußere Produkt von V* ist definiert als der Vektorraum aller p-fachen alternieren- 
den Multilinearformen auf V, d.h. 

V* := AL{V, . . . , y ; IE) := I 6 V* co schiefsymmetrischj 

p-mal 

Spezielle schiefsymmetrische p-Formen sind äußere Produkte 

^^A---AiP = ^ sgn;r (g) • • • (g) f'^' von Linearformen ^\ ... e V* 



res. 



mit 



^P{Xi) ■■■ ^p(Xp) 
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Induzierte Basis von V* : 

(^9''^A---A9''p I 1 < fci < 

also dim /\^ V* = 1^ j 



kp < m) 



Grenzfälle 



dim /\^ V* 



m 



= m l-Formen = Linearformen 



Am 
V* 



m 



m ; 



= m (m - 1) - Formen 



= 1 Determinantenformen 



Basisdarstellung einer alternierenden p-Form <o e V* 



6> = 2 (Okr-k, -d-^^ A-'- Ad'^p 

l<ki<—<kp<m 



Die induzierte (p-fach kovariante, schiefsymmetrisctie) Koordinatentransformation lautet: 



—ki—kp 



\<ki<—<kp<m 



Unter Benutzung der Bidualität 



erhält man auch 



3. p-faches Tensorprodukt von v (= F*^) 



Das p-fache Tensorprodukt von V , auch kontravarianter Tensorraum der Stufe p über V 
genannt, ist definiert als der Vektorraum aller p-fachen Multilinearformen auf y*, d.h. 



V := L(y*,. . . 



[Krücke!] 



p-mal 



Induzierte Basis von 



also dim (x) V = mP 



(e,i (g) • • • (g) e,^ I ii,. . . ,ip = 1,. . . ,m) 



Basisdarstellung eines Tensors T € 



!l^..^p=l 
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Die induzierte (p-fach Icontravariante) Koordinatentransformation lautet: 



ii^..4p=l 



4. p-fach äußeres Produkt von V (= y^^) 



Das p-fach äußere Produkt von V ist definiert als der Vektorraum aller p-fachen alternieren- 
den Multilinearformen auf V*, d.h 



y :=AL(y^...,V^: 



[Krücke!] 



p-mal 



Induzierte Basis von V 



( A • • • A I 1 < ii < • ■ ' < ip < rnj 



also dim A ^ y = ( 



Basisdarstellung eines (alternierenden) p-Vektors X € V 



X= 2 X'^'"'P • ei^A---Aei 

l<il<—<ip<m 



Die induzierte Koordinatentransformation lautet: 



X' n-jp - 



l<il<—<ip<m 



Auch "gemischte" Tensorräume lassen sich definieren. Oft gebraucht wird: 

5. Tensorraum der Stufe (!,</) über V 

Der Tensorraum der Stufe {l,q) über V ist 

)" V* := L{V,.. . ,V;V) [ = L(v\V,.. . ,V;R) ] 



g-mal g-mal 

d.h. der Vektorraum aller g-fach linearen Abbildungen nach V . 



Induzierte Basis von v 



V* : 



mit 



also dim [v ® (^'^ 7*) = m • 



(8) 9'^'' I . . ,kq = 1,, . . 

^'^')K,...,e.,):=5^••<5^•e, 
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Basisdarstellung eines Tensors T eV 



V* : 



T = Yj ^- 



kl-kq 



Induzierte (l-facti kontravariante, g-facti kovariante) Koordinatentransformation: 



iJci^..JCq—l 



Die allgemeine Form ist: 

6. Tensorraum der Stufe (p,q) über V 

Der Tensorraum der Stufe {p,q) über V ist definiert als 

p-fach qr-fach 

und sagen dieser sei p-fach kontravariant und g-fach kovariant. 



Induzierte Basis von 



( e,-j O • • • (8) (8) 



^ ' I '1? • • • 9 'p? ^1? • • • ? — l,...,fTl^ 



mit 



also dim 6d V = mP ■ = m^^^«' 



Basisdarstellung eines Tensors T e 



T = 



Induzierte (p-facti kontravariante, g-facti kovariante) Koordinatentransformation: 
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Ergänzung 

Die Benutzung der Bidualität V** = V bei der Definition kontravarianter Tensoren und p- 
Vektoren ist unbefriedigend. Eine elegante aber abstrakte Definition liefert der 



3.5 Satz: Satz über die universelle Eigenschlaft 



Zu je p endlich-dimensionalen Vektorräumen Vi,. . . ,Vp (über R) existiert bis auf Isomor- 
phie eindeutig 

• ein Vektorraum Vi®---®Vp=: (^^_^ Vj 

• eine p-fach lineare Abbildung 

® -.ViX ■ ■ ■ xVp ^ Vi <S) ■ ■ ■ <SiVp 

mit der sogenannten "universellen Eigenschaft": 

Jede p-lineare Abbildung (j) -.ViX ■ ■ ■ xVp ^ W in einem Vektorraum W lässt sich als lineare 
Abbildung (p :Vi ^ ■ ■ ■ ^ Vp ^ W realisieren: 

Es gilt (j) = cpo ® , also ^{xi,. . . ,Xp) = (p(^xi (g) • • • lg) Xp) 

Vi X ... X Vp — t-^ w 



1 



0 

Vi ® • • • <8» Vp 



Ähnliches gilt für V 



Anwendung auf differenzierbare l\/lannigfaltigl<eiten M 



Setzt man V := T^-M , e, := ^ , 9^ := Ax^\ usw., so erhält man in jedem Punkt x g M ei- 
ne Reihe (disjunkter) Vektorräume mit bezüglich Karten ausgezeichneten Basen, die sich 
nach dem Vorbild von Satz 3.1 zu ein Vektorraum-Bündel £ (als differenzierbare Mannigfal- 
tigkeit) mit Fasern E;^ zusammenfassen lassen, z.B.: 

• das Cotangentialbündel T*M 

• die Tensorbündel T*M [ bzw. allgemein TM ] 



• die Äußere-Produkt-Bündel T*M [ oder TM ] 



Dies ist möglich, da alle Vektor-Koordinatentransformationen diflferenzierbar von Punktko- 
ordinaten abhängen. 
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3.6 Definition: Sclinitt im Vel<torraumbündel {E,M,n) 



Ein Schnitt in einem differenzierbaren Vektorraum-Bündel {E,M,n) ist eine differenzier- 
bare Abbildung 

Z :M ^ E 



mit der Eigenschaft 
d.h. V^csm: Z{x) € 



TT o Z = id 



M 




so! 




3.7 Beispiel 



i) Schnitt in (TM, M,^r) : (Tangential-) Vektorfeld auf M 



lokal: 



[bzw. X i-> (x,X(x))] 



x^X(x) = Xx'M-^ 

ii) Schnitt in ^T*M,M,n^ : l-Form auf M [ = kovariantes Vektorfeld auf M ] 

m 

lokal: X (/j(x) = ^ (/'fc(x^) • dx''! 

iii) Schnitt in ^ TM,M,n^ : Tensorfeld der Stufe {p,q) auf. 

lokal: --T(x) = 2CXM-^ 

iv) Schnitt in | T*M,M,7rj : Differentialform auf j 

lokal: X a){x) = ^ Wfcj...fc^(x^) • dx'^ij^A. . .Adx'^pj^ 



'M 





d 

■ ® — - 


<8) dx^i (g) • 


• (8) dA:^' 


X 


dx'p 


Ix 





/Cl<-<fcp 
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Anwendungen in der Riemannschen Geometrie / klass. Differentialgeometrie 

• Maßtensorfeld 

Ist das Feld von Bilearformen il^xM x T^^M -» E 

lokal: x^g^=Yj 9ik(x^) ' ^\ ® ^\ ^ T*M 

• Shape-Operator 

Ist das Feld von linearen Abbildungen Ax : TxM TxM 

lokal: x^A^=Y, «U^O • 7^. ® e 0^ TM 

/,fc=i ^ 

• Riemannsches Krümmungstensorfeld 

Ist das Feld von 3-fach linearen Abbildungen : {"T^hif "T^M 



m ß 

lokal: X = ^ • dx^|^ 

i,fc,r,s=l 



dx' 



dx'l ® dx'l G 00g TM 



(siehe später) 
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3.3 Allgemeine Faserbündel 

Hier verzichtet man auf die Vektorraum-Struktur der Fasern 

( 3.8 Definition: Faserbündel 

Ein differenzierbares Faserbündel {E,M,jt,F,G,%{E)^ besteht aus 

• einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit E , genannt Bündelraum 

• einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M , genannt Basisraum 

• einer differenzierbaren und surjektiven Submersion n '.E M , 
genannt Projektion von E auf M, mit Fasern Ex = n'^{x) für x e M 
(diese sind Untermannigfaltigkeiten) 

• einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit F , genannt Standardfaser 

• einer Untergruppe G der Diffeomorphismengruppe I)iff (F) von F , 
genannt Strukturgruppe 

• einer G-Bündelstruktur 5B(£) . 

Eine G-Bündelstruktur wird erzeugt von einem Atlas fasertreuer Bündelkarten von 
E, d.h. Diffeomorphismen 

(j) -.n'^iU) c E ^ U X F mit 'i^eu- H^x) = [x] x F 

auf Urbilder offener Mengen U von M unter n mit der Eigenschaft der 
G-Verträglichkeit, d.h. bei einem Kartenwechsel 

(j)' o 0-1 : {unU')xF {U r]U')xF 
{x,Y) ^ [x,g^^'{x){Y)) 

liegen die induzierten Übergangsfunktionen g^^'{x) :f ^ f in der Strukturgruppe G . 
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• Der Bündelraum E eines Faserbündels ist also lokal eine Produktmannigfaltigkeit 

n^iU) iuxF [ wobei n^iU) c E und U c m] 

Je kleiner die Strukturgruppe G ist (oder gewählt werden kann), desto ähnlicher ist 
E einer Produktmannigfaltigkeit. 

• Ist die Standardfaser E ein endlich-dimensionaler Vektorraum und G eine Unter- 
gruppe der Allgemeine Lineare Gruppe GL(f) erhält man ein Vektorraumbündel 
iE,M,n [,G]) 



3 .9 Beispiel: Tangentialbündel 



Das Tangentialbündel TM einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist ein Vektorraum- 
Bündel (TM,M,;r [,]R'",GLin(]R) ,«(TM)] ) 



Bündelkarten: 

0: n-^{U)cTM ^ Ux 



9 m 



X = 2'" 1 X' • ^1 ^ (x X') ^ vergleiche assozierte Karte ] 



Übergangsfunktionen für x e 17 n [/': 



M - (x-) = (z,|SM-xO 



eGL(mJR) 

[ Analog die anderen Tensorbündel; es ist meist G c GL (JV,R) ] 



1^.10 Beispiel: Produktmannigfaltigkeit 

Eine Produktmannigfaltigkeit £ = M x JV ist ein triviales Faserbündel über M: 
E = N und n = Pi -.Mx N ^ M und G = {id} . Es gilt 

I G = {id| <=> es ex. eine globale Bündelkarte 0 = id :;r'-^(M) = MxN^MxN 

Beispiele: Zylinder : x I Torus : x 
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1^3.11 Beispiel: Möbiusband £ 



Ein weiteres Faserbündel ist ein Möbiusband E mit 
Basis M - , Standardfaser F - I und Bündelkarten 

<j>2 : n-\UI^,) ^ f/.^x; 
''Verkleben" mit Hilfe geeigneter Übergangsfunktionen 



, ,.1 / u \ ((e 'y) für t € ]0,7T 
^ ' [(e' ,-y) fürt€];r,2 



[ 

2;r[ 



5'«ii«42(e''') = 



id für f e ]0,;t[ 
-id für ^ G ]n,2n[ 
G = {(id,-id)} = Za 



0 



TT 



27r 



iiiiinr 



-jt 



0 



TT 



( 3.12 Beispiel: Kleinsche Flasche E 



Ein weiteres Faserbündel ist die Kleinsche Flasche E mit 
Basis M = , Standardfaser F = und Bündelkarten: 



(j,2 : ^"Ht/-^) ^ tZ-^xSi 



"Verkleben" nach einer Achsenspiegelung ^e^ i-^ (® ^ ') 

0.o^i-(e-,e-)^((^^'^^:^) ^^^^^^^-f rr^r^ — n 

^ ^ [(e^',e-) fürt G];r,2;r[ V l L' \) 



0 ^ 2jt 



gM,(e^-'): - 

: ( ; (HH ) 

e"'' für t G ];rr,27r[ -jr 0 ^ 



G = {(id,sp)} =Z2 
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3.4 Ergänzung: Lie-Gruppen und Hauptfaserbündel 

3.4.1 Lie-Gruppen 

Oft wird bei der Definition eines Faserbündels verlangt, dass die Strukturgruppe selbst eine 
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. 



3.13 Definition: Lie-Gruppe 



Eine Gruppe G heißt eine Lie-Gruppe, wenn sie eine (analytische) Differenzierbar- 
keitsstruktur besitzt, so dass die Gruppenoperationen selbst analytisch sind, also die 
Abbildung 

ig,h) eGxGh^goh'^eG 

analytisch ist. 



Eine Forderung "nur C mit r > 0" ist nicht wesentlich, denn C° impliziert schon C 
[ Fünftes Hilbertsches Problem ] 



^ 3.14 Beispiel 



i) Diskrete 0-dim. Gruppen {id} ,Z2,. . . (uninteressant!) 

ii) Bezüglich Addition: R,C,S^ (= R mod 2n),... ,R",. . . ,C",. . . 

iii) Bezüglich Multiplikation: GL {n,R) ,SO(«,]R) ,. . . (siehe Übungen) 

Eine Lie-Gruppe G wirkt dann (so wird weiter verlangt) als Liesche Transformations- 
gruppe auf den Standardfasern F des Faserbündels, d.h. die Abbildung 

GxF^F, {g,Y)^g{Y) 

ist differenzierbar und für jedes ^ g G ist die Abbildung 

Y e F g{Y) e F 

ein Diffeomorphismus. 



CöpyrighIM malerial 



3.4. Ergänzung: Lie-Gruppen und Hauptfaserbündel 



71 



3.4.2 Hauptfaserbündel (Prinzipialbündel) 

Ist die Strukturgruppe G eines Faserbündels eine Lie-Gruppe, kann man sie selbst als Stan- 
dardfaser eines assozierten Hauptfaserbündels benutzt werden {F G) 

(£,M,7r,f ,G,»(£)) ^ (H,M,n,GMH)) 

G wirkt dann auf sich selbst als "Linkstranslation" 

'igeG- h £ G g{h) :- g oh &G 

(dies ist ein Diflfeomorphismus!) 

Hintergrund : 

Manchmal ist nur wichtig, welche Strukturgruppe zu einem Faserbündel gehört. 
Beispiel : 

• TM und T*M besitzen beide die gleiche Strukturgruppe G = GL (m,IR) ; 
beide Bündel unterscheiden sich ( wie V und V* ) nicht sehr. 

• Ebenso besitzen Möbiusband und Kleinsche Flasche die gleiche 
Strukturgruppe G = {e,g\ ( mit g^ = e ) 

Das Standardbeispiel eines Hauptfaserbündels ist 

^3.15 Beispiel: Reperbündel j 

Das Reperbündel einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist ein Hauptfaserbündel 
mit: 

• Basisraum: M 

• Fasern: 

FxM := Menge aller (geordneten) Basen ( "Reper's") von TxM 
= {ex:= {ei,...,em)\x\ C;, Basis von T;,M} 

• Bündelraum: PM := j P^M 

xeM 

• Projektion: n : PM M , £ P^M i-^ x e M 

• Bündelkarten: 

Jede Karte (p von M liefert für x eU := V' eine Standardbasis 



( ' 




d 






? • 

X 




.) 



eP.M . 



Dadurch lässt sich jede Basis e V^M eindeutig durch eine Matrix A e GL(m,R) 
beschreiben 

(ei,. . . ,em)\x = 

Durch 

(f)x :ex e P^M <px{ex) := A e GL {m,R) 



dx" 



■A 
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wird insgesamt eine Bündelkarte 

(j) ■.7T-'^{U) ^ U xGLim,R) , ^ {x,A) 
mit Standardfaser F = GL (m,R) definiert. 
• Kartenwechsel: 

Sei cp' eine weitere Karte von M mit U' := t/'^', UnU' i^Q. Für x eUnU' und 6 P;,M 
gilt dann 



mit T e GL(m,]R) . 

(f)' o 0-1 : (U n [/') X GL (m,R) ^ ([/ n [/') x GL (m,R) 

liefert dann die Übergangsfunktionen 

T :A e GL (m,R) ^ T-A € GL (m,R) 
die selbst in GL(m,R) liegen und auf sich selbst wirken. 

^3.16 Beispiel: Konstruktion eines Hauptfaserbündels 

Konstruktion eines assoziierten Hauptfaserbündels ^H,M,n,G,^{G)^ zu einem vorge- 
gebenem Faserbündel ^£,M,7r,F,G,5B(£)j . 
Sei (£) ein Bündelatlas von E aus Bündelkarten 

I (j):n-^(u'^) cE^U'^xF cMxF 

mit Übergangsfunktionen 
I g^^^^ix) -.F ^ F für X e [7^1 n (7^2 

Setze 

X:= IJ ([/^xg) . 

Durch 

(xi,/ii) G [7^1 X G « {X2,h2) eU^'xG :» xi = X2 A h2 = g^,^,{xi){hi) 

wird dann eine Äquivalenzrelation auf X definiert ("Verkleben"). 

Der Faktorraum H := X\^ ist dann Bündelraum eines Hauptfaserbündels: 

Die Bündelkarten kann man mit Hilfe von Repräsentanten definieren. 



dx'' 



■A = 



dx'^ 



d 

^7 



•F'A 



Cöpyrighl«! malerial 



3.4. Ergänzung: Lie-Gruppen und Hauptfaserbündel 



73 



3.17 Beispiel: HF-Bündel des Möbiusbandes bzw. der Kleinschen Flasche 



M = S\ G = {e,g) ( mit = g ) ^nd F = 1 bzw. F = 

h ■ ^'\U2) ^ U2XF 
X = {Uix{e,g})(j{U2x{e,g}) 
e für 0 < t < n 



g für n < t < 271 



9 



Ui X F 



0 



ilUTTTI 



^ 27t 

[72 X F 



-n 



0 



n 





Verkleben 




H 



(Basis) 



Das Ergebnis ist eine "Doppelschleife". 
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Einführung in die Riemannsclie Geometrie 



In diesem Kapitel beschränken wir uns (aus Bequemlichkeit) auf -Mannigfaltigkeiten der 
Dimension n e N . 



4.1 Riemannsche Metriken 





4.1 Definition: Riemannsclie IVIetrilc / Riemannsclier Raum 




r 




Eine Riemannsche Metrik auf einer C°° -Mannigfaltigkeit M ist ein (globaler) C~ -Schnitt 








im Tensorbündel | (^) T*M,M,7r j , so dass in jedem Punkt x e M die Bilinearform 








symmetrisch und positiv definit ist. 




Das Paar (M,^) heißt dann Riemannscher Raum ( der Klasse C 


00 ^ 


Die Riemannsche Metrik g nennt man auch Fundamentalfeld oder Maßtensorfeld des 


Riemannschen Raumes. 





i) Jeder Tangentialraum T^^A^ ist also ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt 
, dass C°°-differenzierbar vom Punkt x £ M abhängt. Bezüglich einer Karte (p von 
M hat man die Basisdarstellung 

n 

gx= Yj9ik{x')-^A.^^\ 

i,k=i 

mit C~ -Komponentenfunktionen 

(x^) ^ g,k(xJ) = g.(dx'l , dx'^IJ • 

Mit gx kann man 
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• Längen, Winkel, Flächeninhalte / Volumen tangentialer Objekte messen und 
durch Integration (in lokaler Koordinaten) 

• Längen von Kurvenstücken auf M bzw. den Flächeninhalt / das Volumen geeig- 
neter Teilbereiche. 

ii) Eine Riemannsche Metrik g ordnet je zwei C°° -Vektorfeldern 

X,Y -.M TM 

eine Funktion 

g{X,Y):M^R, x ^ g^X^J^) 

zu. Bezeichnet 

• X{M) den Vektorraum aller C~ -Vektorfelder auf M 

• 5(M) den Vektorraum aller -Funktionen auf M , 
so kann g auch als Abbildung 

g •.X{M)xXiM) ^ 5(M) 

aufgefasst werden. Als solche verhält sie sich linear über den C°° -Funktionen, d.h. es 
gilt 

g{fi-Xi+f2-X2,Y)=fi-giXi,Y)+f2-g{X2,Y) usw für /i,/2 G 5(M) . 

Die Auswertung wird punktal durchgeführt (eine typische Eigenschaft von Tensor- 
feldern). 

iii) Lässt man für die punktalen Bilinearformen g^ auch andere Signaturen zu und 
verlangt nur, dass sie nicht degeneriert sind, erhält man Pseudo-Riemannsche 
Räume. Die 4-dimensionale Raum-Zeit- Welt der Allgemeinen Relativitätstheorie be- 
nutzt Bilinearformen der Signatur (- + ++) , sogenannte Lorentz-Metriken (Gra- 
vitationspotentiale). In ihr gibt es "lichtartige" Vektoren X 0 mit gxiX,X) = 0 . Die 
einzelnen Tangentialräume sind Minkowski-Räume. 



^ 4.2 Beispiel 

Der M." versehen mit einem beliebigen C^-Feld x gikix) von symmetrischen, positiv 
definiten Matrizen. 

I 

Spezialfall: Die Poincare'sche obere Halbebene M = [{x,y) e | y > o} , versehen 
mit der durch 

gegebenen Metrik. 

(Dies ist auch ein Beispiel eines Raumes, in dem das Parallelaxiom verletzt ist) 
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Zur Existenz Riemannscher Metriken auf einer vorgegebenen IVIannigfaltigIceit M 

Riemannsche Metriken können immer mit Hilfe einer "Zerlegung der Eins" aus lokalen eu- 
klidischen Skalarprodukten konstruiert werden. 



4.3 Definition: Träger 



Bei einer Funktion / :M — > R. heißt der topologische Abschluss 



supp/ := {x € M I fix) t- 0} 



der Träger ("support") von / 



4.4 Definition: Zerlegung der Eins 



Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine Familie differenzierbarer Funktionen 

fi :M [0,1] c IR 
heißt eine differenzierbare Zerlegung der Eins, wenn gilt 

i) {fi)i^i ist lokal endlich, d.h. jeder Punkt x e M besitzt eine offene Umgebung U mit 

U n supp fi = Q für fast alle i e I (bis auf endlich viele Ausnahmen) 
Es ist also flu = 0 für fast alle i e I . 

ii) Hiei fi = 1 (lokal stets eine endliche Summe) 



4.5 Hilfssatz 



Auf einer (echten) diflferenzierbaren Mannigfaltigkeit M existiert zu jeder offenen Über- 
deckung (Qi)jg/ von M, eine untergeordnete ("subordinierte") differenzierbare Zerlegung 
der Eins mit V;e/: supp f c Qi . Insbesondere existiert eine Zerlegung der Eins, so dass 
jeder Träger in einer Kartenumgebung eines Atlas von M enthalten ist. 



Beweis. [Beweisidee] 

Für den Spezialfall, dass M kompakt, wurde schon im Beweis des Einbet- 
tungssatzes 2.35 eine (sogar endliche) Zerlegung der Eins konstruiert: 
Man setze mit den dortigen Funktionen f (i = 1, . . . ,N) 



fr.= 



fi 




fi + --- + f 



N 



Dann gilt Definition 4.4 (//) = 1 und (/) ist automatisch erfüllt. 

Im allgemeinen Fall kann man ( mit Hilfe von T2,Z2 ) eine kompakte Aus- 
schöpfung {Kn)„sm von M mit Ki c K2 c ■ ■ ■ c M konstruieren und erhält 
eine (sogar abzählbare), z.B. eine aus Atlas von M untergeordnete Zerle- 
gung der Eins (vgl. Jänich: Vektoranalysis). 




□ 
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Damit lässt sich beweisen 



4.6 Satz 



Auf jeder (echten) -Mannigfaltigkeit M existiert eine Riemannsche Metrik g . 



Beweis. Sei (/; :M [0,l])^^j eine C~-Zerlegung der Eins, so dass 

SUpp /; C Ui 

mit einer Karte 

(pr.Ui c M ^ c R" 

eines Atlas von M. Setze für x e M , 

n 

X,Y e T;,M mit Basisdarstellung: X = ^X^ 
und i e / 



d 



1=1 



dx' 



gf{X,Y) :-- 



fM-Y^li^^gfi-X^-Y' für X et/, 



0 sonst 
mit festen symmetrischen und positiv definiten Matrizen 

(4?)h=i...„ 3ÄX,Y) := J]g^Jhx,Y) 



iel 



(lokal eine endliche Summe). 

Offensichtlich ist gx bilinear und symmetrisch mit gx{X,X) > 0 . 

gx ist auch positiv definit, denn aus gxiX,X) = 0 für ein X e TxM folgt zunächst 



V,e;: gi'\x,X) = 0 . 

Da wegen J^ifi = 1 ein je/ existiert mit fj{x) > 0 , ist 

k,i=i 

also (x^) = 0 und damit X = 0 . i 

Der Beweis funktioniert nicht bei indefiniten Metriken! 
Hintergrund : 

Eine endliche Summe positiv definiter Matrizen ist wieder positiv definit, aber eine 
endliche Summe regulärer Matrizen nicht unbedingt regulär. 



Bsp. 



('-.)-(-\) = (»o) 



Tatsächlich gib es nicht auf jeder Mannigfaltigkeit M eine Lorentz-Metrik (M muss topo- 
logisch harmlos sein). 



Cöpyrlghlea malerial 



4.2. Lineare Zusammenhänge 



78 



4.2 Lineare Zusammenhänge 



Die einzelnen Tangentialräume einer Mannigfaltigkeit ha 
ben bisher nichts miteinander zu tun. Wir wollen sie ''zusam- 
menhängend" machen, indem wir vorgeben, wie sich tangen 
tiale Vektorfelder relativ zueinander ändern. 



dyX 




Vorbild: Bei klassischen Hyperflächen setzt man 



VyX := dyXl 



T 



Unabhängig von Vorhandensein einer Riemannschen Metrik ist die 



4.7 Definition: linearer Zusammenliang 



Ein linearer Zusammenhang ("linear connection") auf einer -Mannigfaltigkeit M ist 
eine Abbildung 

V :X{M) X XiM) X{M) , iX,Y) i-» VyX 
die sich im Argument X additiv und derivativ über 5(M) verhält, d.h. 

Vy (Xl + X2) = VyXl + VyX2 , Vy (/ • X) = dy/ • X + / • VyX 

—Y( f) 

sowie im Argument Y linear über 5(M), d.h 

^fl-Yi+f2-Y2X = fl • Vy^X + /2 • VygX 

Das Vektorfeld VyX heißt kovariante Ableitung des Feldes X in Richtung des Feldes 
Y. 



• Wegen der Linearität von VyX über %{M) bezüglich Y hängt der Wert VyXI^ nur vom 
Wert Yx 6 TxM ab (Punktalität in Y wie bei Tensorfeldern). Dies ist falsch bezüglich 
des Arguments X. 

• VyX|^ hängt aber nur von den Werten des Vektorfeldes X in einer Umgebung U von x 
ab ( Lokalität in X ). Ist nämlich X ein weiteres Vektorfeld mit X\jj = x|^ , so wähle 
man eine Funktion 



/ e 5(M) 



mit fix) = 1 und = 0 



(sie existiert; siehe Beweis des Satzes 2.35). Dann ist 



f-X = f-X 



auf M, also 



Vy (/ • X) = Yif) • X + / • VyX = Yif) • X + / • VyX = Vy (/ • X) 



Wegen X^ = X^ und f{x) = 1 folgt 



VyX|, = VyX 



X 



Der Operator V ist also auch für lokale Vektorfelder X :Q c M ^ TM definiert! 
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Zur lokalen Darstellung von VyX : 

Für X,Y e X{M) gilt im Definitionsbereich einer Karte cp um x : 



X 



d 

dx^ 



also 



/j=l 



h=l 



^ fc=i 



Setzt man 



d 



mit den lokalen Zusammenhangskoeffizienten 

(x^) ^ rfc',(x^) 

so folgt 



dx 



k=l 



d 



yHxA ■ — 

^ ^ 5x' 



unabhängig von der Fortsetzung der Basisfelder x i-> 



5 



auf M 



• Lineare Zusammenhänge lassen sich auch als Schnitte in geeignete Faserbündel 
(TTM !) beschreiben. 



4.8 Beispiel 



i) Im R" definiert die gewöhnliche Richtungsableitung einen linearen Zusammenhang 

VyX := dyX , 

den kanonischen Zusammenhang des R" [ mit T^'h = 0 in der Standardkarte ] . 

ii) Im ist aber z.B. auch 

1 

VyX := dyX + - • X X y 



ein linearer Zusammenhang (diese sind aber nicht eindeutig). 
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Allgemein gilt 

Die Differenz S := V - V zweier linearer Zusammenhänge ist ein (über 5(M) lineares) 
Tensorfeld 

S -.XiM) X X{M) ^ X{M) . 

Lokal gilt 

six,Y)= X ^'•(r.'.-f,'.)-Y^-£- 

Umgekehrt definiert jedes solches Tensorfeld S zu einem linearen Zusammenhang V einen 
weiteren: Setze _ 

VyX := VyX + S(X,y) 

Um einem linearen Zusammenhang wichtige Tensorfelder zuordnen zu können, benötigen 
wir das "Lie-sche Klammerprodukt" von Vektorfelder. 



4.9 Satz 



Auf einer C°° -Mannigfaltigkeit M wird je zwei Vektorfelder X,Y £ X{M) durch 

[X,y](/) := y(X(/)) - X(y(/)) für alle / e 5(M) 
wieder ein Vektorfeld 

[x,y] 6 xiM) 

zugeordnet, genannt Kommutator oder Lie-Klammer von X und Y . 
Die lokale Darstellung lautet 

[x,y] = Yj [(dkX') • y*^ - (ö^y) • ^1 ~ 

ijc=l 



Beweis. Übung. □ 
I Im R" gilt einfach [X,Y] = dyX - dxY . 

Eigenschaften der Lie-Klammer 

i) Bilinearität über den Konstanten (nicht über den C°°-Funktionen!). 

Die Lie-Klammer verhält sich in beiden Argumenten derivativ (siehe Übung). 

ii) Schiefsymmetrie [X,y] = -[y,X] 

iii) Jacobi-Identität [[X,Y] ,Z] + [[Y,Z] ,X] + [[Z,X],Y] = 0 



Copyrlghled malerial 



4.2. Lineare Zusammenhänge 



81 



Bemerkung zur Lie-Klammer 

• Ein Vektorraum mit einem solchen Klammerprodukt (bilinear, schiefsymmetrisch, 
Jacobi-Identität) heißt auch eine Lie-Algebra. 

Einfaches Beispiel: Der mit dem Vektorprodukt [X,y] := X x Y 

• Gilt [X,Y] = 0 für Vektorfelder X,Y e X{M), so sagt man, sie kommutieren. 
jokale kanonische Basisfelder (auf ganz M fortgesetzt) kommutieren stets, somit 

dx' ' öxH 

Oft wird eine andere Definition benutzt (etwa bei Kühnel) 



[x,y](/) := x{Y{f)) - y(x(/)) = -[x,y] 

Ähnliches findet man auch bei anderen Größen. 
Kurze Formelsammlung 

Vy (Xi + X2) = VyXi + VyX2 Vy (/ • X) = Y{f) • X + / • VyX 

Vy.+y^X = Vy.X + Vy^X V/.yX = /'VyX 

[f'X,Y] = Y(/).X + /.[X,Y] 

[x,f.Y] = -x(/).y + /.[x,y] 

Unter Verwendung der Lie-Klammer können einem linearen Zusammenhang Tensorfelder 
zugeordnet werden. 



4.10 Satz 



Auf einer C°° -Mannigfaltigkeit mit linearem Zusammenhang V wird durch 

r(x,y) := VyX- Vxy-[x,y] 

ein Tensorfeld 

T :XiM) X X{M) X(M) 
definiert, genannt Torsion des Zusammenhangs, und durch 

R(Y,Z)X := VzVyX - VyVzX - Vfv^jX 

ein Tensorfeld 

R :X{Mf ^ X{M) 
genannt Krümmung des Zusammenhangs. 



T ist also ein Schnitt in ( TM,M,7rj , 
R ein Schnitt in ( TM,M,n^ 
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Beweis. [Beweismöglichkeiten für die Tensoreigenschaft von T und R] 

i) Invariant durch Beweis der Homogenität über 5(M ) (heute übhch): 
Zu zeigen ist: Für alle / 6 5(M) 

T{f-X,Y) = f-T{X,Y) usw. 
R{Y,Z){f-X) = • • •/ •i?(y,Z)X usw. (siehe Übungen) 

ii) In lokaler Koordinaten (klassischer Tensorkalkül): 

Man rechnet etwa nach (ohne Summenzeichen, Einstein-Notation!) 

T{X,Y) = Tk\-X^-Y^-— mit Tk\ = Tk\-'^hk 

R{Y,Z)X = ■■■R/ki-X' ■Y'' -Z' ■ — 

dx' 

mit 

R/kl = (diT/k + T/k ■ Tr'i) - (dkT/i + T/i ■ T/k) • 

Es ist also 

/ d d \ _ ; _d_ (_d_ _d_\ _d__ i _d_ 



1^.11 B eispiel 

Für den kanonischen Zusammenhang d im R" gilt T = 0 und R = 0 (d.h. er ist "symme- 
trisch" und "flach"). 
Der Zusammenhang 

I VyX := dyX + ^ (X X y) 

im ist dagegen weder symmetrisch noch flach (siehe Übung). 



Allgemein misst T die Symmetrie des Zusammenhangs ( VyX V^y ) und R die Ver- 
tauschbarkeit der 2. kovarianten Ableitungen ( V^VyX VyV^X ) , wenn man kommu- 
tierende Vektorfelder benutzt. 

Oft sind auch andere Definitionen gebräuchlich: 

• f(x,y) := v^y - VyX - 0(J] = -t{x,y) 

• ^(X, y) Z := VxVyZ - Vy VxZ - V ~ Z = -R{X, Y) Z 

Die kovariante Ableitung V für Vektorfelder kann auf beliebige Tensorfelder T fortgesetzt 
werden, indem man die Gültigkeit der Produktregel fordert. 
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Konstruktion antiand von Beispielen 

4.12 Beispiel 



Die kovariante Ableitung eines Feldes g von Bilinearformen 

g :X{M) X X{M) ^ 5(M) 

ist definiert durch 

{Vzg)iX,Y) = Zig{X,Y)) - g{yzX,Y) - giX,VzY) 
und liefert ein Tensorfeld 

Vg -.XiAif 5(M) 

Mit der lokalen Darstellung: 

(Vz^)(x,y) = (djg,k - grk ■ r,0 - g^r ■ r^o) -x'-y'- 

='^j9ik - gtk-j 



Beweis. [Beweis der Tensoreigenschaft (invariant)]: 
Es genügt zu zeigen: 

{Vzg){f-X,Y) = Z{f-g{X,Y))-g{Z{f)-X + f-VzX,Y)-f-g{X,^zY) 

= zis:^^^{xrn+f-z{g{xj))-zw^^^^ 

-f-g{WzX,Y)-f-g{X,VzY) 
= f-{Vzg){X,Y) 



^4.13 Beispiel 



Die kovariante Ableitung eines Feldes R von trilinearen Abbildungen 
I R:X{Mf^X{M) 
ist definiert durch 

I {VwR){Y,Z) X = Vw {R{Y,Z) X) - R{VwY,Z) X - R{Y,VwZ) X - R{Y,Z) (VwX) 

und liefert ein Tensorfeld 

VR -.XiMf X{M) 

mit der lokalen Darstellung: 

VwR{Y,Z)X = R/ki;m -XJ ■X'' -Z' -W" ■ — 

ox' 

mit R/ki;m = • • • (Compute!) 



J 
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1^4.14 Beispiel 

Die kovariante Ableitung eines Ko Vektorfeldes 
I (:M^TM bzw. f :.\*(M) ^ 5(M) 

ist definiert durch 

(Vz^)(X) =Z(^(X))-^(VzX) 

und liefert ein Feld 

V^:X(M)2^5(M) 

mir der lokalen Darstellung: 

(Vz^)(x) = z(6-x'^)-6-(5/x'^ + x^-r//)-z' 

= dl (£k ■ X') -Z'-h- (ö/X'^) • Z' - ■ ■ TkU ■ Z' 

= (di^k) -X^-Z'- • Ykh • X'^ • Z' = (di^k - • Tfc'/) • X'^ • Z' 

= (V,^fc)-X'^-Z' 



[ 4.15 Beispiel 


Kovariante Ableitung eines Tensorfeldes 








Wegen 

kann man verwenden 




(VzT)(f,7) = Vz (T(^,/7))-T(Vz^,/;) 


-T(f,Vz/;) 


oder auch wegen 
kann man verwenden 




1 (Vzr)(f,X) = Vz(T(f,X))-T(Vz^,X) 


-T(f,VzX) 
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4.3 Der Levi-Civita-Zusammenhang und seine Krümmungen 

Eine "Kopplung" zwischen einer Riemannschen Metrik g und einem linearen Zusammenhang 
V auf einer Mannigfaltigkeit M kann man herstellen, in dem man fordert: 

Bei geodätischer Parallelverschiebung von Tangentialvektoren bleiben Längen und Win- 
kel erhalten. 



4.16 Definition: geodätiscli parallel 



Sein M eine Mannigfaltigkeit, dann heißt ein Vektorfeld X : M ^ TM geodätisch 
parallel, wenn 

VzX = 0 für alle Vektorfelder Z 



Es wird also g{X,Y) = const für Parallelfelder X,Y verlangt, d.h. 

Z{g{X,Y)) = {Vzg)iX,Y) + g{VzX,Y) + g{X,WzY) = {Vzg){X,Y) = 0 
für alle Vektorfelder Z. Dies ist für alle Parallelfelder X, Y richtig, wenn = 0 ist. 



4.17 Definition: metrisctier Zusammenhiang 



Ein linearer Zusammenhang V in einem Riemannschen Raum {M,g) heißt metrisch 
(mit der Metrik g verträglich), wenn = 0 ist. 



dyX 



Für den kanonischen linearen Zusammen- 
hang 

VyX := dyXj^ 

in der klassischen Hyperflächentheorie ist 
diese Bedingung erfüllt und wird auch als 
Ricci-Lemma bezeichnet. 



Metrische Zusammenhänge sind immer noch nicht eindeutig, aber es gilt 




4.18 Satz: Hauptsatz der Riemannschien Geometrie 



In einem Riemannschen Raum {M,g) gibt es genau einen metrischen und torsionsfreien 
linearen Zusammenhang V , d.h 

= 0 und T = 0 
genannt Levi-Civita-Zusammenhang in {M,g) . 



Beweis. Eindeutigkeit : 

Falls ein solcher Zusammenhang V existiert, muss für alle X,Y ,Z g X{M) gelten: 

Y{g{Z,X)) = g{VYZ,X)+g{Z,VYX) 
Z{g{X,Y)) = g{VzX,Y)+g{X,VzZ) 
X{g{Y,Z)) = g{VxY,Z)+g{Y,VxZ) 



Cöpyrlghlea malerial 



4.3. Der Levi-Civita-Zusammenhang und seine Krümmungen 



86 



Unter Verwendung von VyX - V^^ = [X,Y] folgt: 

Yig{Z,X)) - Z{g{X,Y)) + X{g{Y,Z)) = 

= giVyZ - VzY,X) + ^(VyX - VxY,Z) + g{VxZ - VzX,Y) = 
= g{[Z,Y-\ ,X) + 2 • ^(VyX,Z) - g{[X,Y-\ ,Z) + ^([Z,X] ,7) 

also 

g{VyX,Z) = ^[Y{g{Z,X))-Z{g{X,Y))+X{g{Y,Z)) 

-g{[Z,X] , Y) + g{[X, Y],Z)- g{[Z,X] , Y) ] 

Die (bei festem X,Y) für alle Z e X{M) gültige Gleichung 

^(VyX,Z) = (0{Z) 

ist linear in Z über 5(M) und kann wegen der Regularität von g punktal eindeutig nach VyX 
aufgelöst werden 

VYX\,=glHco.) (*) 

Existenz : 

Definiert man VyX durch die Gleichung (*), so können die Eigenschaften eines metrischen 
und torsionsfreien linearen Zusammenhangs (mühsam) nachgewiesen werden. Zum Beispiel 
gilt: 

^(Vy(/-x),z) = ^[ y(/)-^(z,x)+/-y(^(z,x))-z{/)--.-^fxrn-/-^(^(^,^^ 

+/ • X{g{Y,Z)) + Zm^-^iXTTj- f ■ g{[Z,X],Y) + Y{f) ■ g{X,Z) 

+/-^([x,y],z)-/-^([z,y],x)] 
= y(/)-^(x,z) + /-^(VyX,z) 
= ^(y(/)-x + /- VyX,z) 



Setzt man X=^,y = ^,Z = ^,so erhält man 

= ^[dhgki- dl gkh + dk gih ] 
bzw. mit der inversen Matrix [g'^) := (gaY^ 

Tfc'/i = 2 ■ ■ gu - dl gkh + dk gih) 
Der Beweis bleibt auch bei indefiniten Metriken richtig, etwa bei Lorentz-Metriken. 
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Eigenschaften 

Im folgenden werden nützliche Eigenschafen aufgelistet bezüglich 

• Krümmungstensor 

R iXiMf X{M) 

• Levi-Civita-Zusammenhang V 

• (4-lineare) Krümmungsform 

R : X{Mf 5(M) 

{Y,Z,X,W) ^ R{Y,Z){X,W):=g{R{Y,Z)X,W) 

mit der lokalen Darstellung 

Rrsjcl = 9is • Rr^kl 

(1) R{Y,Z)X = -R{Z,Y)X 

(2) RiY,Z)iX,W) = -RiY,Z){X,W) 

(3) 1. Bianchi - Identiät 

RiY,Z) X + R{Z,X) Y + R{X, Y) Z = 0 

(4) 2. Bianchi - Identiät 

{VxR){Y,Z)W + {VyR){Z,X)W + (VzJ?)(X,y) W = 0 

(5) R{Y,Z){X,W) = -R{Y,Z){W,X) 

(6) R{Y,Z){X,W) = R{X,Z){Y,W) 

Beweis. Es genügt den Beweis für paarweise kommutierende Vektorfelder, etwa Basisfelder 
zu führen. (1) - (4) sieh Übung. 
Beweis (5) : 

Die Schiefsymmetrie einer Bilinearform b, also b{X,Y) = -b{Y,X) , ist wegen 

b{X + Y,X + Y) = b{X,X) + b{X,Y) + b{Y,X) + b{Y,Y) 

äquivalent zu b{X,X) = 0 für alle X. 

Es ist also zu zeigen R{Y,Z){X,X) = q{RiY,Z)X,X) = 0 : 

giR{Y,Z)X,X) = ^(VzVyX,X) - ^(VyVzX,X) ^= ° 

= Z{g{VYX,X))-^iX.^X-;^^-Y{g{VzX,X))+^iXzX-r'^ 

= ^Z{Yig{X,X))) - ^Y{Zig{X,X))) [wegen YigiX,X)) = 2^(VyX,X)] 
= ^■[J,Z]{giX,X))^0 

=0 

Beweis (6) : 
Es gilt 

R{Y,Z){X,W) =^ -R{Z,Y){X,W)^= R{X,Z){Y,W) +R{Y,X)iZ,W) 
i?(y,Z)(X,W) -R{Y,Z){W,X)^= R{Z,W){Y,X) +R{W,Y){Z,X) 

daraus folgt 

2 • R{Y,Z){X,W) = R{X,Z){Y,W) +R(Y,X){Z,W) +R{Z,W){Y,X) +R{W,Y){Z,X) 
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Und analog ist {X ^ Y,Z <^ W) 

2 • R{X,W){Y,Z) = RiY,W){X,Z) + R{X,Y){W,Z) + R{W,Z){X,Y) + R{Z,X){W,Y) 
und damit folgt mit (2) und (5) die Behauptung. □ 



Durch sogenannte Kontraktionen {"Verjüngungen") des Krümmungstensors lassen sich wei- 
tere Krümmungsgrößen definieren. Es gibt zwei zunächst unterschiedliche "Stränge" 

1. Möglichkeit (vergleiche Allgemeine Relativitätstheorie) 



4.19 Definition: Ricci-Tensor 



Der Ricci-Tensor ist definiert als die Abbildung 



Ric : X{Mf 5(M) 

(X,y) 1^ Ric(X,y) := tr(Z R{Y,Z)X) 



und hat die lokale Darstellung Rjk = Rj ki 



Der Ricci-Tensor ist symmetrisch wegen 

n n l Im n 

^jk - kl - g ■ ^jm.kl - 9 ' ^kljm - ^k jm - ^kj ■ 

Durch 

^(Ric(X) ,Y) := Ric(X,y) 
definiert er ein Feld linearer Abbildungen 

Ric :X{M) XiM) 

Lokal gilt 

g,j ■ R'k = Rjk » R'k = g'' ■ Rjk 



4.20 Definition: Sl<alarl<rümmung 'R 



Die (Einsteinsche) Skalarkrümmung 'R e 5(M) , ist definiert als 

K := tr(X 1^ Ric(X)) 

und hat die lokale Darstellung 

'R = R'k = g^^ ■ Rjk = g'' ■ R/ki = g'' ■ g""' ■ RjmM 
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• Bei Funktionen ist das Vorzeichen wichtig! 

• Bei anderer Notation, R{X,Y) Z = VxVyZ = -R{X,Y) Z 

definiert man ^ 

Ric(y,Z) = tr(x ^ R{X,Y)Z) 

und erhält 

Ric(y,Z) = -tr(X ^ R{X,Y)Z) = +tr{X ^ R{Y,X)Z) = +Ric(y,Z) 

und damit 'R = +'R . Auch die Krümmungsform R{X,Y){Z,W) definiert man meist so, 
dass R{X,Y){Z,W) = +R{X,Y){Z,W) ■ 





4.21 Definition: Einstein-Raum 








Riemannsche Räume {M,g) mit der Eigenschaft 




Ric = 


yg mit y G 


heißen Einstein-Räume. 





• Es gibt auch "2-stein-manifolds" , sogar "n-stein-manifolds" 

• Für die Skalarkrümmung eines Einstein-Raumes gilt 

mit n = dim M , d.h. y = ^ ■ K . 



— 4.22 Folgerung 

Die Metrik eines Einstein-Raumes ist vollständig durch die Krümmung bestimmt. 



Beweis. Für n > 3 kann man zeigen, dass y eine Konstante ist (falls M zusammenhängend). 

□ 
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2. Möglichkeit 



4.23 Definition: Sclinitti<rümmung 



Seien Y ,Z e X(M) linear unabhängige Vektorfel- 
der, dann ist die Schnittkrümmung definiert 
durch 

<K{Y,Z) := „ e 5(M) 



aHY,Z) 



wobei 



a{Y,Z) = y[giY,Y) ■ g{Z,Z) - g{Y ,Zy 



den Flächeninhalt des von Y und Z in einem 
Punkt X & M aufgespannten Parallelograms be- 
zeichnet (GRAMsche Determinante). 




In jedem Punkt x g M ist die Schnittkrümmung unabhängig von der Basisauswahl in der 
2-dim. Ebene Ex = « Y^,Z^ » c T^M : 

Zähler und Nenner des Quotienten transformieren sich bei einem Basiswechsel mit dem glei- 
chen Faktor (=Quotient der Übergangs de terminante). 

'Kx ist also auf der Graßmann-Mannigfaltigkeit Gx aller 2-dim. Teilräume in TxM definiert 
und "TC selbst auf dem Graßmann-Bündel G = (j Gx . 

xeM 

Aus der Schnittkrümmung kann der vollständige Krümmungstensor R rekonstruiert wer- 
den. 

Nachrechnen zeigt, dass mit S{Y,Z) := R{Y,Z){Y,Z) gilt {'Tolarisierung") 

1 



R{Y,Z){X,W) 



24 



[ S{Y + X,Z + W) - S{Y - X,Z + W) - S{Y + X,Z -W) + 

+S{Y - X,Z -W)- S{Y + W,Z + X) + 

+S{Y - W,Z + X)+ S{Y + W,Z -X) - S{Y - W,Z - X) ] 



4.24 Definition: iVlannigfaitigiceit i<onstanter Krümmung 



Sei {M,g) ein Riemannscher Raum, dann heißt die Riemannsche Mannigfaltigkeit M von 
konstanter (Schnitt-) Krümmung TC e Iß , falls für alle xeM und für alle Ex c TxM die 
Schnitt-Krümmung TCxiEx) = ist. 



Bis auf Skalierung [g v-^ ■ g^ gibt es dann nur drei 

"Raumformen" 

7C = +1 : Modell M = S" elHptischer Raum 

-TC = 0 : Modell M = E" flacher Raum 

7C = -1 : Modell M = H" hyperbolischer Raum 



Mühsam kann man beweisen 
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4.25 Satz: Satz von Sctiur 



Sei M eine zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit dimM > 3 . Ist 

dann die Schnittkrümmung für alle x £ M bezüglich aller Ebenen c T^M konstant, 
also 

SO ist sie sogar auf M konstant, also ^xeM' "^x = • 



Beweis. [Beweisidee] 

Es wird wesentlich die 2. Bianchi-Identität benutzt und die Tatsache, dass es für dimM > 3 
lokal mindestens drei linear unabhängige Vektorfelder gibt. □ 



I Der Satz ist falsch für dimM = 2 ! 



Zum Spezialfall dimM = 2 (klassische Flächentheorie) 

Dann ist Ex = TxM für x e M, und man erhält eine Krümmungsfunktion 

-.x e M "Kx e 

mit der lokalen Darsstellung 



d 



3x2 



^12,12 

det igik) 



der Gaußschen Krümmung der Mannigfaltigkeit. 

(" Theorema egregium " von Gauß in der klassischen Flächentheorie) 

Übrigens gilt dann = ^ - K mit der Skalarkrümmung 'R . (Siehe Übung) 
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4.4 Parallelverschiebung und Geodätische 



Eine kovariante Ableitung VyX für Vektorfelder 
X,Y £ X{M) liefert auch eine kovariante Ableitung 
für C^^ -Vektorfelder 

t el cR^ X{t) 6 T,(t)M 



die nur längs einer C°°-Kurve t € I f-^ c{t) e M gegeben sind. Man setze etwa in lokalen 
Koordinaten 




dX' 
"dT 



+ x'^(0-rA(c(0)-c 



c(t) 



wenn 



b{t) = dc\,{dt\,) = dcUl) = J]c{t)-dxl 



i=l 



(t) 



Für ein globales Vektorfeld X e Xim) mit Vt: X{c{t)) - X(0 gilt 

VX 

= V-X (auch als Definition verwendbar) 

dt 



4.26 Definition: geodätiscli paralleles Vektorfeld 



Ein C°° -Vektorfeld t X{t) längs einer C°° -Kurve t c{t) heißt geodätisch parallel, 
wenn gilt: 

VX 



dt 



= 0 



In lokalen Koordinaten gilt also 

V,:x (0 + X^(0 • Tk\{c{t)) ■ c' (0 ^0 (/=!,...,«) 

Dies ist ein lineares Diflferentialgleichungssystem I.Ordnung für die Komponentenfunk- 
tionen t 1-^ X'(^) , das unter Anfangsbedingungen X'{to) = X'^ eindeutig und global gelöst 
werden kann (auch über mehreren Karten hinweg). 



4.27 Folgerung 



Ein Tangentialvektor lässt sich längs je- 
der Kurve eindeutig geodätisch parallel 
verschieben. 




Dabei bleiben die Längen der Vektoren und Winkel zwischen ihnen erhalte (nach Defini- 
tion des Levi-Civita-Zusammenhangs). 
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4.28 Definition: Geodätisclie / Geodäte 



Eine Geodätische (auch Geodäte genannt) in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist 
eine reguläre C°° -Kurve t i-> c{t) mit 

6 VT 



geodätisch parallelem Tangentialvektorfeld T := 



yl9c(c,c) 



, also — = 0 
dt 



Aus c= wT mit w := c folgt ^ =w T + w • ^ und wegen 



gilt 



Wg=0 ( VT\ 

^(T,T) = 1 ^ 2- g\T,— j=0 

V c VT 

= 0 « — = Oaw=0 

df dt 




c ist Geodätsiche, proportional zur Bogenlänge 
(mit |c| = w = const) parametrisiert. 



Die Lokale Darstellung lautet 

VC 



^(0 = (c ' (0 + Tk'hicit)) ■ c' (0 • c\0) • ^ 



0 



c{t) 



Zur Existenz: Es ist lokal ein i.a. nicht- lineares autonomes Differentialgleichungssystem 
2. Ordnung zu lösen. Sätze über Differentialgleichungen zeigen 



4.29 Satz 



Zu jeden Punkt x e M und zu jeder Richtung X e \ {0} 
auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M gibt es genau eine 
maximal fortgesetzte Geodätsiche t € Ix cx{t) € M pro- 
portional zur Bogenlänge parametrisiert, mit 

cx(0) = X und Cx (0) = X . 




• Es gilt also Vtei^: \bxit)\ = \X\ . 

• Für X = 0 erhält man die konstante Lösung cx = x mit Ix = 
Folgenden zu den Geodätischen gerechnet. 



. Sie wird im 



— 4.30 Folgerung 

Zu jeden Punkt x und jeder Einheitsrichtung X, d.h. |X| = 1 , gibt es genau eine maximal 
fortgesetzte Geodätische s i-^ c{s) in Bolgenlängenparametrisierung, d.h. V^: \c'{s)\ = 1 . 
Sie braucht nur auf einem Teilintervall ]s.,s+[ SR. definiert zu sein, kann also endliche 
Länge besitzen. 

Riemannsche Mannigfaltigkeiten, in denen jede Geodätische 
"unendlich lang" ( mit 7 = R ) ist, heißen geodätisch vollständig. 
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Geodätische sind nach Definition "'möglichst gerade" ( ^ = 0 ) • Sie sind auch mögHchst kurz? 
Zunächst gilt der 



4.31 Satz 



In einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist jede kürzeste C~ -Verbindungskurve zwi- 
schen zwei (verschiedenen) Punkten notwendig eine Geodätische. 

( möglichst kurz ^> möglichst gerade ) 



Beweis. Sei t e [a,b'\ c{t) e M eine "Kürzeste" zwischen den Punkten p,g 6 M 



■^6 




Wir betrachten ein C°°-Feld von Vergleichskurven 

t ^ 'c{t) = z{t,£) {e G (7(0)) 

mit Vfi ^c{ä) - p/c{b) - q, ^c\^^q - c . 
Sie definieren ein Variationsfeld d 



d d 

ts[a,b]^V{t) ■=-z{t,0)= —'c{t) 
OS de 



f=0 



mit V{a) = V{b) = 0 . 

Da c kürzeste Verbindung vonp nach q, muss gelten ^L^C^c)] _q = 0 
Berechnung : 



-L^(^c) 
de ' 



e=0 



d_ 
de 



^Jg^c{t){' c{t)/ b{t)) - dt 

J a 



■dt 



V,. • r ■ „ dz l ^ dz V dz 

Da V torsionsirei, gilt = Vöz— = Vaz— = — 

de dt ä-edt ätde dt de 



Vg=0 



^ {gcit){T{t) ,V{t))) - g,^t){^{t) ,V{t) 



dt 



■dt 



gc(t){T{t) ,^(0)|' - ^ 9c(t)i^{t) ,y(f)j • dt 

=0 

gc(t)\^{t),v{t)^ - dt 
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^iL^C^c)! _^ wird als die I.Variation der Länge einer Kurve c 

bezeichnet. 

Ist diese gleich Null für alle Vergleichskurven, also alle Variati- 
onsvektorfelder V , muss notwendig ^ = 0 sein, sonst ließen 
sich lokal Gegenbeispiele konstruieren. 



^0 U 



Man kann auch die 2.Variation j^L^^c) berechnen, um genauere Informationen zu 

^ f=0 

erhalten. Hier taucht der Krümmungstensor auf! 

Die Bedingung ^ = 0 ist nicht hinreichend für Kürzeste (siehe Großkreis auf einer Kugel), 
aber doch wenigstens lokal: 

Wir betrachten noch einmal ( bei festem x e M ) die allgemeine Lösung (charakteristische 
Funktion, "Fluss") 

{t,X) ^ cx{t) 

des Anfangswertproblems 



V c 



( wobei c(0) = x ) 



und c (0) = X 

Sie ist definiert auf der offenen Menge 

W := { it,X) I X G T^M, t £lx] cRx T^M 
und dort (nach allen Argumenten) C~ -differenzierbar. 




Wichtige Eigenschaft: 



Beweis. 



Ca-x{t) = cx{a • t) 



(*) 



t=0 



a ■ X = a ■ —cx(t) 
dt 



t=0 



^^cxia ■ t) 



t=0 



und Geodätische mit gleichen Anfangsbedingungen stimmen überein. 
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Es folgt: 



V„(=ir: fei, 



a-X 



a • t € h 



(**) 



Den Definitionsbereich W und die charakteristische Funktion 

{t,X) e W ^ cx{t) e M 
kennt man schon vollständig, wenn die Menge 

V := {X e T^M \ (1,X) e W] 

und die Abbildung 

X £V c T^M ^ cxil) e M 

bekannt ist, denn 

(0) 7 ^ 0 , da (1,0) G W 

(1) {t,X) eW ^t£lx^leh.x< 

(2) cxit) = Cfxa) 



{l,t-X) eW ^ t -X €V 



4.32 Definition: Exponentialabbildung 



Die in einer offenen Umgebung V von 0 e T^M definierte -Abbildung 

X € V 1^ exp^(X) := cx(l) € M 
heißt Exponentialabbildung im Punkt x e M . 



• Es gilt also nach (2) 



Cxit) = exp^(f -X) 



• Zur Bezeichnung 

In bestimmten Lie-Gruppen [ etwa SO(n,IR) ] wird exp^ tatsächlich durch eine Expo- 
nentialreihe dargestellt. 

• Geometrische Beschreibung 

o 

Für X 0 sei X := der zugehörige Einheitsvektor. 
Dann gilt nach (*) , mit « = und t = |X| , 

exp,(X) = cxil) = Co (|X|) 
(Bogenlängenparametrisierung!) 

Man trägt auf der Geodätischen in Richtung X das 
Stück |X| ab. 




Jetzt gilt der wichtige 
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4.33 Satz 



In jedem Punkt x einer C°° -Mannigfaltigkeit M ist die Exponentialabbildung 

exp^ : U c T;,M ^JJ cM 
in einer Umgebung U von 0 e ein C°°-Diffeomorphismus. 



Beweis. Es genügt zu zeigen, dass e := exp^ in 0 e T^M regulär ist, d.h. dass 

de|, :ToT,M = T,M ^ T<^o)M = T,M 
ein Isomorphismus ist; dann Anwendung des lokalen Umkehrsatzes. 

Für die Abbildung t ^ e{t ■ Y) = crit) (mit Y £ T^M und t genügend klein) gilt nach der 
Kettenregel 



dt 



[eit ■ Y)] 



t=o 



= de|o(y) =cy(0) = Y , d.h. de|o=id|T^^ . 



4.34 Folgerung 



1. Jeder Punkt^p einer C~ -Mannigfaltigkeit M besitzt eine 
Umgebung [/ c M , so dass jeder andere Punkt q e U 
eindeutig durch eine Geodätische erreichbar ist. In dieser 
Umgebung sind die Geodätischen wirklich kürzeste Verbin- 
dungen. 

2. Die Umkehrabbildung 




exp^i :U C M ^ U c TpM ^ 

der Exponentialabbildung in einem Punkt p e M definiert eine Karte der Mannig- 
faltigkeit um p. Die zugehörigen Koordinaten heißen Riemannsche Normalkoor- 
dinaten. 



1^4.35 Beispiel 



Auf der Sphäre c kann man für U eine offene 
Halb Sphäre nehmen. 




Bemerkung zu 2. 

Verschärfend liefert das sogenannte "Gauß-Lemma" der 
Differentialgeometrie: 

Um jeden Punkt p einer Riemannschen C°° -Mannigfaltigkeit 
existieren geodätische Polarkoordinaten, erzeugt von 
radialen Geodätischen und dazu orthogonale geodätische 
Sphären. 
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5 

Übungen 



1) a) Zeigen Sie, dass in einem Hausdorffraum {X,7{X)) jede kompakte Teilmenge K c X 

auch abgeschlossen ist, und folgern Sie daraus, dass jede Kompakte Teilmenge K 
und jeder Punkt y ^ K disjunkte offene Umgebungen besitzen. 

b) Beweisen Sie, dass umgekehrt in einem topologischen Raum jede abgeschlossene 
Teilmenge einer kompakten Menge ebenfalls kompakt ist. 

2) Sei {X,d) ein metrischer Raum und M c X eine nicht leere Teilmenge Zeigen Sie: 

a) Die Abbildung 



ist stetig. [ Hinweis: f-(5-Kriterium! ] 

b) Es gilt für Punkte x e X genau dann d{x,M) - 0 , wenn x in der abgeschlossenen 
Hülle M von M liegt. 

Zusatzfrage: Gelten die obigen Aussagen auch in echt quasimetrischen Räume? 

3) Folgern Sie aus Aufgabe 2, dass jeder metrische Raum {X,d) normal ist, sich also je zwei 
disjunkte abgeschlossene Teilmengen Ai,A2 c X durch offene Umgebungen trennen 

lassen. 

Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung 



Zusatzfrage: Sind echt quasimetrische Räume ebenfalls normal? 

4) S = [Bi e P{M) I i e I] sei ein System von Teilmengen der nicht leeren Menge M mit den 
Eigenschaften 



/m :{X,Td) ^ iR,%^t) , X ^ fMix) = d(x,M) := vaf{d{x,y) e R | y e M} 



X e X fix) := d{x,Ai) - d{x,A2) e R. 



(1) Uie;ß. =M 

(2) B.DBji^Q =^ Bin Bj e S 
Zeigen Sie, dass dann durch 




eine Topologie auf M definiert wird. 
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5) Auf einer Menge M seien ein Atlas (M), eine Karte (p £ Jl (M) und eine Teilmenge 
Q c [/*' mit offenem Bild Q :- (p{Q) gegeben. 

Zeigen Sie, dass dann die Einschränkung f' := <p\q eine mit ganz ^ (M) verträgliche 
Karte ist. 

6) Konstruieren Sie 

a) für die n-Sphäre S" c R"+^ 

b) für die Würfeloberfläche W" := [x e R"+'^ | max {|xi| ,. . . ,|x„+i| = 1}) 
jeweils einen aus zwei Karten bestehenden C°° -Atlas. 

7) Konstruieren Sie für den Toms 

2 ._ J /„ _\ ^ m3 I / 1,2 , ..2 u2\ . _2 _ „2 



( + y2 _ fc2 j 



:= \ {x,y,z) eR"" \ [ Jx^ + - \ + = \ {0 < a < b) 



einen möglichst kleinen C°° -Atlas aus 2-dimensionalen Karten. 

Hinweis: Die Karten brauchen nicht explizit angegeben zu werden; es genügen Skizzen. 

8) Zeigen Sie: Jede (echte) C^-Mannigfaltigkeit (r > 0), deren Topologie eine abzählbare 
Basis besitzt, besitzt auch einen mit ihrer C^-Struktur verträglichen abzählbaren (Teil-) 
Atlas. 

9) Beweisen Sie: Für jede offene Teilmenge Q einer C^-Mannigfaltigkeit M {r >0) mit Dif- 
ferenzierbarkeitsstruktur C(M) bildet 

C(0) :={<pGC{M)\ C7^cQ} 

eine C^-Struktur auf Q. Die induzierte Topologie 7{Q) ist dabei die Relativtopologie auf 
0 bezüglich 7{M) . 

10) Der reelle projektive Raum P" besteht aus allen (nicht orientieren) Geraden 

[x] := R • X mit x£ R"+^ \ {0} 

durch 0 e R"+^ . Konstruieren Sie auf P" einen -Atlas aus n-dimensionalen Karten. 
Hinweis: Betrachten Sie Schnitte mit geeigneten achsenparallelen Hyperebenen. Wem 
n zu groß ist, der versuche n-1. 

11) Untersuchen Sie, ob die Abbildung 

P — > R , {x,y,z) x + y + z 

auf der Sphäre = | ix,y,z) € R.^ x^ + y^ + z^ = l| differenzierbar ist. Dabei besitze 
die von stereographischen Projektionen erzeugte C°° -Struktur. 

12) Sei (ei,. . . ,e„) eine Basis des reellen Vektorraumes V und 

n 

<p :x = ^x' ■ Bi €V (x') e R" 
i=i 

die induzierte globale Karte. 

Zeigen Sie, dass in jedem Punkt xq £V der Isomorphismus 

i=l ^0 ;=l 

von der speziellen Basiswahl unabhängig ist, T^^o^ also mit V identifiziert werden kann. 
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13) a) Zeigen Sie, dass in der abgeschlossenen komplexen Ebene 

C :=CU {00} 

die beiden Karten 

(^:x + i- i/eCi-> (x,y) e 

\Ir : — -. — G C \ {0} (x,y) G r2 , 1^ :oo (0,0) gR^ 
X + 1- y 

einen C°° -Atlas bilden, wodurch C zu einer (reellen) C°° -Mannigfaltigkeit wird. 

b) Untersuchen Sie, ob und wie oft die Abbildungen 

F:zgCi-^-gC und G:z gCh^zgC 
z 

differenzierbar sind. 

c) Berechnen Sie in den Fixpunkten z der Abbildungen 

F:z\-^-eC bzw. GizgCh^z^gC 
z 

die Linearisierungen dFl^ bzw. dG\^ und stellen Sie sie koordinatenfrei dar. 

14) a) Schreiben Sie den Rangsatz samt Beweisskizze sinngemäß ab für Abbildungen 

/ :G c R'" ^ H c R" 

die speziell Immersionen bzw. Submersionen sind. Wie sind insbesondere die Funk- 
tionen g und h zu wählen? 

b) Versuchen Sie, den Satz über implizite Funktionen der reellen Analysis aus dem 
Rangsatz fiir Abbildungen aus dem W" in den R" herzuleiten. 

15) Bestimmen Sie für den projektiven Raum einen orientierten Atlas, der mit der Standard- 
Differenzierbarkeitsstruktur verträglich ist. 

16) / -.M^Nsei eine beliebige C^-Abbildung zwischen difFerenzierbaren Mannigfaltigkei- 
ten. Zeigen Sie, dass durch 

F{x) := ixjix)) 

eine Einbettung F -.M ^ M x N definiert wird. 
Dabei sei M x iV mit der von Produktkarten 

<px\j/ :{x,y) {(p{x) ,\l/{y)) mit (peC{M), feCiN) 

erzeugten Diflferenzierbarkeits struktur versehen. 

17) Beweisen Sie: 

a) Jede (nichtleere) offene Teilmenge Q einer -Mannigfaltigkeit M (r > 1) ist eine C- 

Untermannig faltigkeit von M . 

Wie sehen die Schnittkarten von M für Q aus? 

b) Ist P Untermannigfaltigkeit von M, M Untermannigfaltigkeit von AT , so ist auch P 
Untermannigfaltigkeit von N . 
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18) Die Funktion / -> R sei gegeben durch 

/(x,y) = (x2 + y2)'-4.(.2_y2) 

a) Bestimmen Sie das Bild W := /(r^) c R . 

b) Bestimmen Sie die Menge K <iW der kritischen Werte von / . 

c) Geben Sie für z £ K eine explizite Darstellung der Urbildmenge f'^{z) an (wenn 
möglich eine Parameterdarstellung) iind skizzieren Sie diese. 

d) Für welche z € ist f'^{z) eine Untermannigfaltigkeit des R^ ? 

2 

19) Die Menge M{n,R) aller quadratischen {n x n)-Matrizen kann mit R" identifiziert wer- 
den und bildet damit eine C°° -Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie: 

a) Die Teilmenge 

GL+(n,R) := {A e M(n,R) | detA > 0} 
ist eine (offene) C°° -Untermannigfaltigkeit der Dimension . 

b) Die Teümenge 

Sym(n,R) := {ag M(n,R) | = a) 
ist eine C°° -Untermannigfaltigkeit der Dimension n • (n + 1) /2 . 

c) Die Teümenge 

SO(/i,R) := {a e M(n,R) | A-A^ = E, detA = +l) 

ist eine C°° -Untermannigfaltigkeit der Dimension n • (n - 1) /2 . 
Hinweis: Die Abbildung 

/ :GL+(n,R) ^ Sym(n,R) , A /(A) := A-A^ 

ist eine Submersion! 

20) Beweisen Sie: 

a) / : R""^-^ ^ R , x |x| bezeichne die euklidische Norm. Dann ist die Sphäre 
5" = /-i(l) eine C" -Untermannigfaltigkeit von R"^+^ := R"+i \ {Oj und von R"+i . 

[ Die zugehörige C°° -Struktur sei mit C(5") bezeichnet. ] 

b) C(S") sei die von den stereographischen Projektionen 

(p^ :S"\{+e„+i}^R" 

erzeugte C~ -Struktur auf der Sphäre S" c R"q+^ . 
Die von diesen Karten induzierten Abbildungen 

: y± := R^+i \ { ±A • e„+i |A > 0} ^ R" x ]-l,oo[ c R"+i 
X ^ ((p^(^),\x\-l) 

sind mit der kanonischen Struktur von R^"^^ verträgliche Karten mit der Eigen- 
schaft 

S"nVi = {xeV+\ i^t^ix) = 0} 

c) Auch (S",C(S")) ist eine C°° -Untermannigfaltigkeit von R^^^ \md R"+^ . 

d) Die Strukturen C(5") und C(S") sind identisch. 
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21) M sei eine C~ -Mannigfaltigkeit und X,Y -.M ^ TM zwei C~ -Vektorfelder. 

a) Zeigen Sie, dass für jede C"- Funktion / :M ^ R durch 

wieder eine C°° -Funktion Xf :M R definiert wird mit der lokalen Darstellung 

i 

b) Iterieren Sie dies, indem Sie das Vektorfeld Y wie unter (a) jetzt auf die Funktion 
Xf :M ^ R anwenden. 

Wie sieht Y{Xf)\^ in lokalen Koordinaten aus? 

c) Zeigen Sie, dass durch 

[X,y](/) := Y{Xf) - X{Yf) für alle C~-Funktionen f:M^R 

ein tangentiales C~ -Vektorfeld [X,Y] :M ^ TM defirüert wird. 
[ Genannt Kommutator oder Lie-Klammer von X und Y ] 

d) Beweisen Sie möglichst ohne Verwendung von lokalen Darstellungen: 

Der Kommutator von X und Y verhält sich derivativ in beiden Argumenten, d.h. es 
güt 

[g-X,Y] = Y{g)-X + g-[X,Y] 

sowie 

[X,g-Y] =-Xig)-Y + g-[X,Y] 
für alle C°° -Funktionen g auf M . 

22) Beweisen Sie koordinatenfi'ei, dass die Lie-Klammer auf einer -Mannigfaltigkeit die 
Jacobi-Identität 

[[X, 7] ,z] + [[y,z] ,x] + [[z,x] , y] = 0 

erfüllt. 

23) (X, y) 1-^ VyX sei ein linearer Zusammenhang auf einer C°° -Mannigfaltigkeit M . 
Zeigen Sie, dass durch 

T(x,y) := VyX- Vxy-[x,y] 

R{Y,Z)X := VzVyX - VyVzX - V[y^]X 

Tensorfelder T :3e(M)2 ^ 3e(M) und R -.XiMf X{M) auf M definiert werden, in dem 
Sie die Homogenität über den C°° -Funktionen zeigen (die Additivität ist klar). 

24) Berechnen Sie im R.^ T{X,Y) sowie J?(y,Z)X fär den linearen Zusammenhang 

VyX := dyX + i • X X y 
2 

25) Beweisen Sie die folgenden (Schief-) Symmetrien des Krümmungstensors R des Levi- 
Civita-Zusammenhangs V eines Riemannschen Raumes (M,g) : 

Für beliebige C°° -Vektorfelder X,Y,Z,W auf M gilt 

(1) i?(y,z)x = -i?(z,y)x 

(2) J?(y,Z) X + i?(Z,X) y + J?(X,y) Z = O (l.BiancM-Identität) 

(3) (Vxi?)(y,Z) W + (VyÄ)(Z,X) W + {VzR){X, Y)W = 0 (2.Bianchi-Identität) 

26) Zeigen Sie. dass in einer 2-dim. Riemannschen Mannigfaltigkeit für die Gaußsche Krüm- 
mung und die Einsteinsche Skalarkrümmung H gilt: H = 2 'K . 
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